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Resumen
En este trabajo, se presentan los resultados teórios y experimentales de la tesis titula-
da: Diseño de una nueva ténia de ontrol por modulaión de anho de pulso PI' , la ual
propone una estrategia alternativa al ontrol PI implementado industrialmente.
Este método propone reemplazar la parte integral del ontrol PI mediante un feedforward
adaptativo, onservando la aión proporional del ontrol P. La estrategia umple on su
objetivo de ser senillo en su apliaión, de emular la aión del ontrol PI, y de ofreer
araterístias antiwindup sin requerir de hardware adiional para ompensar este efeto
adverso.
La ténia de ontrol es apliada a un sistema lineal invariante en el tiempo on dinámia
sobre-amortiguada, y luego es validada en un onvertidor eletrónio de potenia Buk.
Palabras lave: antiwindup, feedforward, feedbak, PWM, PAM, ontrol PI, LQR.
xAbstrat
In this doument, we present the theoretial and experimental results of the thesis entitled
"Design of a new ontrol tehnique by means of pulse width modulation PI' ", whih proposes
an alternative strategy to PI ontrol.
This method proposes to replae the integral part of PI ontrol by an adaptive feedforward
preserving the proportional ontrol P. The strategy meets its goal of being simple in its
appliation, to emulate the ation of PI ontrol, and providing antiwindup features without
requiring additional hardware to avoid this adverse eet.
The ontrol tehnique is applied to a linear time-invariant system with over-damped dyna-
mis, and is then validated in a power eletroni Buk onverter.
Index terms: antiwindup, feedforward, feedbak, PWM, PAM, ontrol PI, LQR.
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1. Introduión
1.1. Motivaión
La importania de la automatizaión en los proesos de la industria ha inrementado dramá-
tiamente en años reientes [18℄. En los países industrializados la automatizaión de proesos
es implementada para mejorar la alidad del produto, dominar un gran rango de produtos,
mejorar la seguridad del proeso, aumentar la disponibilidad de la planta, utilizar eiente-
mente los reursos y garantizar que las emisiones ontaminantes sean bajas. En los países en
vía de desarrollo la produión en masa es la prinipal motivaión para apliar la automati-
zaión de proesos [18℄.
La automatizaión en Colombia se ha venido dando fundamentalmente para expandir la
produión y para fabriar nuevos produtos, por tanto los sistemas de automatizaión están
en funión de la produión en masa.
En el país, la automatizaión está basada en dos fatores fundamentales, la profundizaión y
la expansión en la produión. Por un lado, la profundizaión orresponde a todos los ambios
ténios para mejorar la produión, y la expansión a la ampliaión de la esala de esta. En
el país la expansión se ha favoreido por la inmersión de la tenología miroeletrónia,
mientras en la profundizaión por la tenología eletromeánia. Atualmente la tenología
miroeletrónia ayuda al avane de ambas.
Muhos fatores han determinado, que las neesidades en automatizaión y expansión de las
plantas, no hayan onoido un reimiento en Colombia anteriormente. Entre las posibles
ausas tenemos: utuaiones desfavorables en la demanda, polítias gubernamentales inade-
uadas sobre exportaiones e importaiones, y la rigidez en el uso de tenologías antiguas
para ser aopladas on tenologías de aquella époa; impidiendo la diversiaión de nuevos
produtos [8℄.
Las neesidades, la ompetenia, y la reduión de las importaiones han heho que las
industrias olombianas innoven en sus sistemas de produión, y en espeial en sus sistemas
de ontrol. Esto ha ourrido en el setor autopartista olombiano. Este setor es líder en el
uso de tenología miroeletrónia en sus sistemas de automatizaión [8℄.
Atualmente las industrias se enfrentan a un nuevo paradigma. El antiguo enfoque era diseñar
sistemas de ontrol para que el sistema fuera estable. Ahora las industrias enfrentan merados
ambiantes y difíiles de predeir, por lo tanto estas deben implementar sistemas de ontrol,
que garantien equilibrio entre la operaión de la planta y la evoluión del merado. Para
así mantenerse ompetitivas y rentables [35℄.
2 1 Introduión
La inesante presión en los ostos debido a las utuaiones en los merados, no deja alter-
nativa para mejorar la produtividad. Las industrias por lo tanto neesitan optar por una
aproximaión holístia para la alidad. La ingeniería de automatizaión juega un rol impor-
tante, y el ontrol de proesos por tanto asegura una utilizaión ontinua de los ativos de
la planta en su rango más rentable, logrando alidad usando menos energía [28℄.
No todas las industrias olombianas tienen la posibilidad, de implementar algoritmos de on-
trol avanzados en sus plantas, omo el RMPCT ofreido por Honeywell y DMC+ ofreido por
Aspen Tehnology. Estas ténias son MPC (Model Preditive Control) de uarta generaión.
Hay que tener en uenta que el 90% de los sistemas de ontrol implementados hoy en día, en
las industrias de proeso ontinuo más grandes del mundo son por MPC [18℄, [12℄y [29℄. Las
grandes demandas por automatizaión de proesos ontinuos se enuentran en la industria
químia, en la industria de generaión de energía elétria, y en la industria petroquími-
a [30℄.
En ierto setor de la industria mundial y en espeial la olombiana (pequeñas y medianas
industrias), por lo general, la tendenia más habitual para ontrolar los proesos, es el uso
de ontroladores PI y PID. Uno de los problemas es que este tipo de ontroladores es de
uso general. Se usan para ualquier tipo de neesidad a ontrolar, independientemente de
la naturaleza del sistema. Otro problema es que el 95% de los ontroladores PID o PI
son mal sintonizados, debido a la no disponibilidad de métodos robustos para sintonizaión
automátia [2℄.
El problema de investigaión de este trabajo, es mejorar el funionamiento de los lazos de
ontrol(por ejemplo, ontroles apliados a onvertidores eletrónios en la industria de la
energía elétria), dentro de las instalaiones en donde se implementa los DSC (Sistemas de
Control Distribuido), para darle mayor eienia, rentabilidad y produtividad al proeso
industrial.
Por lo tanto, lo que se pretende es diseñar una nueva estrategia de ontrol alternativa PI'
frente al ontrol PI, para desempeñarse en regulaión, y que neesite muy poa informaión
sobre el sistema. Esto implia no tener que realizar alguna estimaión del modelo de la planta
y por ende una realizaión del mismo. Además se quiere mitigar los efetos indeseados uando
el efeto windup aparee, sin neesidad de reurrir a elementos externos de instrumentaión
(más ostos), que eludan el efeto. Como lo hae el PI onvenional muy onoido en la
industria.
Esta ténia de ontrol será implementada mediante PWM (modulaión de anho de pulso),
debido a que permite el uso de atuadores de más bajo osto (válvulas onmutables, transis-
tores de potenia). Desde los años 90's se ha mostrado muho interés en el uso de atuadores
onmutables en el ampo de la eletrohidráulia [19℄, [37℄.
En el desarrollo de la investigaión, también se tomará su ontraparte proporional mediante
PAM (modulaión de amplitud del pulso), para tener en uenta que esta ténia también es
implementable vía señales de ontrol proporionales. Este uso también es justiable, uando
el sistema no tolera osilaiones sostenidas dada por la naturaleza de la señal de ontrol.
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Esta nueva ténia de ontrol PI' al igual que el ontrol PI no es una estrategia errada, es
deir, permite virtualmente apliar lo que se ha venido desarrollando hasta el momento para
el ontrol PI.
Como tendenia prinipal en desarrollos de ontroladores (en espeial tipo PI), se tiene que
la raionalizaión y la optimizaión de la planta es la direión a seguir. La administraión
del riesgo alanzará gran importania en el futuro, en partiular, mejor ontrol y antiipaión
es neesitado a n de ontener los riesgos relaionados a la eonomía, medio ambiente, ener-
gía e infraestrutura. Estas tendenias eonómias organizaionales y tenológias ausarán
ambios en tenologías de la automatizaión durante los próximos años [18℄.
1.2. Referentes Teórios, Anteedentes y Estado del
Arte
1.2.1. Automatizaión
La automatizaión industrial tiene tradiionalmente dos omponentes importantes, ontro-
ladores y lógia por relé. Los PLC integran ambos. Atualmente el ontrol de proesos es
llevado a abo por DSC (sistemas de ontrol distribuido), los uales desentralizan el mando,
y a grosso modo lo onstituyen un onjunto de ontroladores destinados para tareas espe-
ias y un omputador entral, y onetados en red mediante un anal de omuniaiones
rápido y eiente [34℄.
Atualmente la instrumentaión en la automatizaión ha adquirido ada vez más inteligenia,
esto se reere a que ada vez adquieren más funiones. Por ejemplo un sensor, anteriormente
solo era utilizado para medir, atualmente inluyen funiones de monitoreo e indiadores
de salud del mismo. Esto implia una transformaión de la forma en omo se diseñan los
sistemas de automatizaión, inluyendo una transformaión tenológia para adaptarse a las
nuevas neesidades. Además agrega nuevos retos en el área del ontrol teório para manejar
este tipo de redes distribuidas [18℄.
1.2.2. Control PI y PID
El ontrol PID ha sido ampliamente usado en la industria de proesos por su failidad de
uso y su robustez [6℄. Atualmente es el ontrolador más implementado para ontrolar servo-
motores y iertos tipos de apliaiones industriales [13℄.
El ontrol PID no es lo suiente robusto para lidiar on grandes perturbaiones [13℄, y
muestra pobre desempeño uando trata on retardos de tiempo y friiones por ejemplo en
servo-meanismos.
Se han diseñado e introduido varias ténias de ontrol (por ejemplo, ontrol adaptativo por
modelo de referenia, ontrol por lógia difusa et, a n de reemplazar los esquemas PID),
pero todas ellas requieren de un proedimiento de diseño ompliado y una omputaión
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onsiderable, omo para ser implementados en tiempo real [24℄ y [36℄. Otra soluión que se
ha venido explorando, es volver los PID más inteligentes a n de que puedan lidiar on sus
inonvenientes [13℄, y así mantener la pratiidad y versatilidad del PID.
En uanto a la sintonizaión, en 1942 Ziegler y Nihols [40℄, propusieron un método heurís-
tio para la sintonizaión de los ontroladores PI y PID; sin embargo en la prátia, esta
sintonizaión manual no es llevada a abo por el esfuerzo y el tiempo que ello demanda. Desa-
rrollos en sintonizaión automátia le siguieron para reduir estos problemas, pero obstáulos
sobresalieron por la naturaleza de la ténia.
Un problema ourre, uando el sistema en lazo abierto es inestable, debido a que para la
sintonizaión es neesario abrir el lazo de ontrol. Otro problema ourre uando la sintoni-
zaión se realiza en lazo errado, debido a que es neesario llevar el sistema al límite de la
estabilidad (para iertos sistemas potenialmente peligroso), para su sintonizaión.
Dos maneras de abordar estos problemas, son mediante ontroladores de auto ajuste (ontro-
ladores adaptativos) y los auto sintonizadores (ampliamente aeptados a nivel industrial). El
primero neesita informaión previa aera del proeso, además de neesitar una estimaión
de la planta (por ejemplo MRAS y STR). El segundo neesita muy poa informaión, y no
requiere de una estimaión de la planta [10℄, [5℄, [21℄ y [2℄.
Dos métodos novedosos introduidos en 1982, emergieron on apliabilidad industrial (Satt-
Control y foxboro EXACT [15℄), a n de lidiar on estos problemas. Bristol por un lado
basado en el reonoimiento de patrones [9℄ y Aström [4℄, mediante sintonizaión por relé.
En 1986, Hang propuso un método de sintonizaión o-line, por la ténia de orrelaión [14℄.
En 1991, Hang la extendió para sintonizaión on-line, on el uso de las reglas renadas de
Ziegler-Nihols dadas por él mismo y Aström [14℄.
En 1997 Besharati [27℄ y los demás, proponen un ontrolador de auto ajuste mediante el mé-
todo de búsqueda de newton raphson. Este algoritmo no requiere de perturbaiones externas,
y presenta un mejor desempeño on respeto al SattControl ECA400.
El uso de sistemas inteligentes omo redes neuronales, son también utilizados para la sin-
tonizaión automátia de ontroladores PID. Por lo general se utilizan dos redes, una para
identiar el sistema, y otra para sintonizar los parámetros del ontrolador. Ejemplos pueden
verse en trabajos omo el de Dhounadi, el ual utiliza redes neuronales reurrentes para un
servo-meanismo, y Xia el ual aplia neuro-ontroladores PI adaptativos, para ontrolar
motores de relutania onmutada [39℄ y [13℄.
Otra alternativa, es el uso de ontroladores basados en lógia difusa de tipo PI. Estos son una
respuesta para ontrolar sistemas que manejan muhas variables, y uando otras ténias de
ontrol no son apropiadas para manejar inluso sistemas muy simples. No presentan grandes
ventajas uando el orden del sistema es muy alto; en este aso uando se requiere reduir el
tiempo de levantamiento, se produen sobrepasos onsiderables. Lee [20℄ propone un método
para mejorar el desempeño de este tipo de ontroladores.
Respeto al windup integral, prátiamente el efeto ourre en onexión on grandes ambios
en el valor de onsigna, o grandes perturbaiones [17℄, [26℄.
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El windup integral produe grandes sobrepasos, aumento en el tiempo de estableimiento, y
algunas vees inestabilidades en el sistema de ontrol [5℄.
Convenionalmente, los dos métodos industriales más representativos para abordar el proble-
ma del windup integral son: álulo de seguimiento posterior o retro-álulo [7℄, [33℄ y [23℄,
e integraión ondiional [16℄, [31℄ y [32℄. Estos métodos neesitan elementos adiionales de
instrumentaión, para medir la entrada y la salida del atuador.
En 1998 H-B Shin [33℄, propone un método antiwindup, el ual re-alimenta la señal de
salida del ontrolador, on las ondiiones que garantizan la estabilidad. Este algoritmo es
implementado, para ontrolar la veloidad de un motor de induión. Este método neesita
de elementos adiionales de instrumentaión, para medir la entrada y la salida del atuador.
En el 2009, Jong Woo y olaboradores [11℄, proponen un mejoramiento al método por inte-
graión ondiional. Esta mejora en el ontrol de veloidad, es apliado a un motor sínrono
de imán permanente (PMSM). Como desempeño presenta asi ero sobrepaso, y es fáilmen-
te implementado en ontroladores PI. Garantiza el desempeño del sistema independiente de
las ondiiones de operaión, ambios en el valor de onsigna y torques de arga. Neesita
de elementos adiionales de instrumentaión, para medir la entrada y la salida del atuador.
1.3. Estrutura de la Tesis
La tesis es estruturada omo sigue:
En el apítulo 2, se establee el desarrollo de la ténia de ontrol PI', la ual es una
nueva ténia de ontrol alternativa al ontrol PI. Esta es basada en la idea intuitiva
del funionamiento del mismo. Se presentan algunas generalidades e ideas sobre lo
que se fundamenta la nueva ténia, y los métodos desarrollados para la realizaión
del ontrolador. Prinipalmente el desarrollo se entra en el ajuste del termino I',
mediante la estimaión de un parámetro del sistema y su orrespondiente adaptaión al
ontrolador. Se demuestran las faultades añadidas que posee esta ténia de ontrol,
para eludir uno de los prinipales problemas que presenta la ténia de ontrol PI,
uando se exhiben las no linealidades en el sistema (windup integral). Se ompara on
los métodos más usados industrialmente, y se muestran el tipo de perturbaiones que
puede manejar el ontrolador.
En el apítulo 3, se estableen las pautas aera del sistema de prueba utilizado en el
trabajo, y los motivos que llevaron a la seleión de este sistema omo punto de partida
en la investigaión. También se desribe brevemente el análisis dinámio del mismo y
se inluye un análisis de las disretizaiones denidas para la implementaión digital,
induidas por los dos tipos de modulaión PWM y PAM y la forma omo se relaionan
estas disretizaiones. Se realiza una desripión de los diagramas de bifuraiones
uni-dimensionales y dos-dimensionales sobre el omportamiento del sistema de ontrol
6 1 Introduión
en el aso ideal; variando un parámetro en el ontrolador, y generalizando la planta
para una gran variedad de sistemas de orden 2. El objetivo es que se garantie la
sintonizaión del ontrolador en la zona 1T-periodia, la ual es la zona más eiente
para la regulaión. Se analiza brevemente la estabilidad en el sistema debida a esta
nueva onguraión.
En el apítulo 4, se valida experimentalmente la ténia de ontrol propuesta PI', en
un onvertidor eletrónio de potenia Buk.
En el último apítulo se presenta las ontribuiones y el trabajo futuro.
2. Diseño del Sistema de Control
2.1. Sistema de Control
El sistema de ontrol PI' es una ténia alternativa, que se propone al ontrol onvenional PI,
muy utilizado en el ontrol de proesos. La ténia reemplaza la parte integral del ontrolador
PI, por un feedforward adaptativo. Ciertas araterístias omo el fenómeno del windup
integral son mejoradas, frente a la ténia anterior.
La idea es explorar este esquema de ontrolador en prinipio, en sistemas lineales, a n
de desarrollar la teoría. En el desarrollo del apítulo, primero se desglosa la estrutura del
ontrolador y su funionamiento, tanto en estado estable omo en el transitorio. Segundo,
se desarrollan tres métodos para estimar la ganania a freuenia ero del sistema, y se
evalúa el desempeño frente a perturbaiones en la salida, la arga, el atuador y el sistema.
Terero, se ompara el desempeño del ontrolador PI' on los ontroladores PI óptimo, PI
Ziegler-Nihols, PI on retro-álulo, y PI on integraión ondiional, uando se indue el
efeto windup en el sistema de prueba 3-1. Cuarto, se detalla el proeso de sintonizaión del
feedforward del ontrolador.
Figura 2-1.: Sistema de ontrol mediante PWM
En el desarrollo del sistema de ontrol PI', se onsideran saturaiones en los atuadores.
Su implementaión, puede ser realizada mediante el uso de atuadores tanto proporionales
omo onmutables.
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Figura 2-2.: Sistema de ontrol mediante PAM
Las guras 2-1 y 2-2, representan el sistema de ontrol implementado, mediante dos es-
quemas de modulaión en la señal de ontrol; Uno usando PWM (modulaión en anho del
pulso) en atuadores onmutables, y el otro PAM (modulaión de amplitud del pulso) en
atuadores proporionales.
El sistema de ontrol visto mediante PWM o PAM (ver guras 2-1 y 2-2), es araterizado
por ser un sistema no-lineal, debido a la saturaión en el atuador y al meanismo de adapta-
ión del feedforward. En el esquema 2-2, la limitaión se presenta en la amplitud de la señal
de ontrol, uando se sobrepasa el rango uasi-lineal del atuador proporional; sin embargo,
en atuadores onmutables manejados mediante PWM (esquema 2-1), la no-linealidad se
presenta en la saturaión del anho de pulso.
El sistema de ontrol onsta de un lazo de feedbak y un lazo de feedforward, pero en los
esquemas de las guras 2-1 y 2-2 no es evidente. El lazo de feedforward no es notable,
debido a que el esquema del ontrolador no ha sido desrito en detalle, solo se ha desrito
externamente. Pero hay dos lazos, uno que viene de la referenia, y el otro de la estimaión
de un parámetro del sistema, que dan alusión al feedforward.
De aquí en adelante, se usarán indistintamente las implementaiones PWM y PAM. Se
alara que el funionamiento del ontrolador, se realizará mediante el esquema de PWM.
Cualquier esquema esogido para diseñar el sistema de ontrol es válido, puesto que mantiene
la estrutura, del sistema en tiempo disreto on saturaiones.
2.2. Controlador PI'
La estrutura del ontrolador es básiamente lineal. La idea se basa, en que la parte integral
en estado estable de un ontrolador PI, sostiene un valor jo uando el error se hae ero. Este
es el valor neesario en la aión de ontrol, para que la salida del sistema siga una referenia
onstante. De este análisis, se puede hallar el valor deseado en el ontrol, no basado en el
error, sino en el onoimiento de un parámetro en el sistema, de la referenia y de iertas
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ondiiones que deben umplirse en la respuesta de la planta. Por lo tanto, un determinado
tiempo será neesario (omo en el ontrol PI), para alular el valor equivalente en la señal
de ontrol.
Figura 2-3.: Transformaión PI → PI'
Lo que se hae es separar el ontrol Proporional-Integral (PI), ambas aiones se funda-
mentan en el error, y estableen el feedbak del sistema. El meanismo, es sostener la parte
proporional en el feedbak, e introduir una nueva aión en un lazo de feedforward (ver
gura 2-3), pero on otras araterístias que dieren del anterior. Una opión es mantener
la funión de aumulaión de la aión integral, y la otra es removerla. Esta última es la
alternativa sobre la que se fundamenta el desarrollo posterior del ontrolador.
Al separar el ontrol PI, y ambiarle una de sus araterístias, se logra evitar el problema del
Windup Integral. Este fenómeno se presenta, uando se aumula el error en un ontrolador
on aión integral, en presenia de saturaiones. Este efeto ausa que el lazo de feedbak
se rompa, y exponga las no-linealidades de un sistema de ontrol lineal real. Por tanto, el
ontrolador no realizará ningún efeto sobre el sistema, independientemente de la salida.
Esto implia al ontrolador, realizar una integraión ontinua ausando sobrepasos largos,
transitorios indeseados, y posiblemente inestabilizaión en el sistema.
Esta separaión de las funiones en la ley de ontrol PI, permite onservar el número de ele-
mentos almaenadores de energía en la planta; evitando que el sistema en general, fuera más
propenso a inestabilizarse, on otro aumulador de energía adiional. Además, no es neesa-
rio el uso de un sensor extra adeuado en la salida del atuador (omo se verá más adelante
en simulaiones), el ual es usado en las estrategias antiwindup industriales reportadas en
la literatura (ver apítulo 1, seión 1.2.2). Esto implia un mejor desempeño, respeto a los
ostos de diseño de un sistema de ontrol.
2.2.1. Ley de Control
La ley de ontrol que dene la señal de exitaión u(t), está onstituida por dos partes. La
primera, por un término que proviene del lazo de feedforward I', el ual es el responsable
de omandar el omportamiento deseado en estado estable. La segunda, por un término que
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proviene del lazo de feedbak, el ual dirige el omportamiento del transitorio, estabiliza el
sistema, y ataliza la adaptaión del ontrolador. Si se utiliza PWM, la ley de ontrol queda
denida en d, el ual representa la modulaión del anho de pulso (ver gura 2-4).
Figura 2-4.: Ley de ontrol
La señal de exitaión u(t), es denida mediante una ley de ontrol ontinua d, en un intervalo
jo de onmutaión T , y adeuada a dos valores {0,M} mediante PWM. La señal de ontrol
es denida de la siguiente manera:
u(t) =
{
M, si 0 < t ≤ d
0, si d < t ≤ T
(2-1)
donde
d = d∗ + kp.e (2-2)
Donde d∗ ∈ [0, T ], es el valor neesario en modulaión(en estado estable), para que la media
de la salida del sistema siga la referenia. Este parámetro onstantemente estará adaptándose,
si se presenta un ambio en la dinámia del proeso. Será una adaptaión en linea, del lazo
de feedforward.
El error en la regulaión e, está denido omo e = ref − y(kT ) para todo k ∈ N, ref es la
referenia o valor de onsigna del sistema, y(kT ) es la salida del sistema en instantes kT , y
M es el máximo esfuerzo del atuador.
La ganania del ontrolador kp, modula de manera lineal el anho del pulso (si se habla de
PWM), o modula de manera lineal la amplitud del pulso (si se habla de PAM).
Y gráamente se detalla en la gura 2-5.
Si se asume que en estado estable se presenta un e = 0, implia un d = d∗. Por lo tanto, para
que la media de salida y siga la referenia ref , se neesita que la señal dada por el atuador,
en promedio, sea la suiente para produir una media en la salida igual a la referenia. Esto
es.
1
T
∫
T
u(t)dt =
ref
Gˆ(0)
(2-3)
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Figura 2-5.: Estrutura Señal de Control
Donde el Gˆ(0) es la ganania estimada del sistema a freuenia ero.
Simpliando 2-3, se obtiene.
M.d∗
T
=
ref
Gˆ(0)
(2-4)
Por tanto, el valor neesario en modulaión d∗, para garantizar que la salida siga la referenia
es.
d∗ =
ref.T
M.Gˆ(0)
(2-5)
La ganania kp tiene omo funión, ayudar al proeso de adaptaión en el lazo de feedforward,
agilizando su onvergenia. Lo mismo hará estabilizando el sistema en general, suministrando
el esfuerzo de ontrol neesario uando exista siempre un error. En el transitorio, un aumento
de esta ganania ausará una disminuión en el tiempo de levantamiento, pero a su vez
disminuirá la amortiguaión del mismo. El máximo esfuerzo M no es onoido para alular
d∗, no obstante, un valor aproximado Me es suiente, omo se evidenia en la seión 2.3.2.
2.2.2. Conversión de Esquemas PWM y PAM para PI y PI'
Cuando se habla de PWM, solo interesa variar el anho del pulso d. Con PAM, solo interesa
variar la amplitud del pulso am, ambos on la nalidad de estabilizar y ompensar pertur-
baiones. La relaión que permite transformar, la señal de ontrol desde PAM a PWM o
vieversa, se presenta en la expresión 2-6, la ual se obtiene; tomando el promedio de la
señal de la salida del atuador (respuesta de ontrol), durante su ilo de onmutaión.
(d∗ + kp.e)︸ ︷︷ ︸
PWM
M
T
=
ref.M
MeGˆ(0)
+
kp.M
T︸ ︷︷ ︸
PAM
.e (2-6)
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Aunque la relaión 2-6 evidenia que la señal de ontrol dada por PAM está normalizada, en
la prátia esta señal es pre-ampliada, on el n de adeuarla al rango de trabajo. Luego
es introduida omo exitaión en el atuador, el ual ofree otra ampliaión. Sin embargo,
on la omisión de la pre-ampliaión no se altera la validez del onepto. Pero debe tenerse
en uenta en el momento del diseño, puesto que la ganania proporional del ontrolador
está siendo modiada por la pre-ampliaión.
De esta manera, se puede interambiar el uso de un esquema de ontrolador a otro, ono-
iendo su homólogo; siempre y uando las araterístias que posea el sistema a ontrolar
las tolere.
Se tiene que la parte integral del ontrol PI está dada por.
I (t) =
kp
T i
∫
T
edt = kp.ki
∫
T
edt (2-7)
Mediante la aproximaión de Tustin, se obtiene.
Ik+1 = Ik + kp.ki.T.ek
Ik = kp.ki.T
k∑
n=1
en−1
(2-8)
El resultado dado por 2-8, es la representaión disreta de la parte integral para PAM, y de
manera direta se onsigue para PWM; asumiendo Ik omo el promedio de osilaión en la
señal dada por PWM, se obtiene.
Ik =
d
T
M (2-9)
Aa d es la modulaión, que le orresponde a la parte disreta de la integral en la aproxima-
ión. Por lo tanto d será.
d = Ik
T
M
=
kp.ki.T 2
M
k∑
n=1
en−1 (2-10)
De igual manera, se proede para la parte proporional. La aproximaión de Tustin para la
parte proporional, es la misma por poseer una dinámia estátia.
En la tabla 2-1, se resume lo antes expuesto.
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Tabla 2-1.: Conversión Esquemas de modulaión
Dominio en el tiempo Integral Proporional I'
Continuo kp.ki kp 1
Gˆ(0)
Disreto (PAM) kp.ki.T kp 1
Gˆ(0)
Disreto (PWM)
1
M
kp.ki.T 2 1
M
kp.T T
MGˆ(0)
Cabe alarar que en estos resultados, se parte de onoer el ontrolador en tiempo ontinuo
para onoer el disreto, y además se parte de onoer su equivalente disreto PAM para
onoer el disreto PWM, ontrario a lo dado en la expresión 2-6, en el ual se parte del
esquema PWM para onoer el equivalente PAM.
En ualquier aso, esta tabla permite variar de un esquema a otro, y es útil uando se onoe
los parámetros óptimos de un ontrolador en tiempo ontinuo y se requiere implementarlos
en el tiempo disreto por PWM.
2.3. Estimaión y Adaptaión del G(0)
La mayoría de los proesos industriales son muy omplejos y no muy bien entendidos. Además
no es eonómio ni posible, haer una investigaión de las ausas de las variaiones en
estos [2℄. Sin embargo hay variaiones que si son de antemano entendidas, y en la mayoría
de los asos onoidas.
Para que un sistema de ontrol sea eaz, este debe omandar el omportamiento del sis-
tema haia la direión deseada, ser estable, preiso, y tener la apaidad para ompensar
perturbaiones, tanto internas omo externas (ver gura 2-6). Estas perturbaiones pue-
den ser: ambios en la estrutura interna del sistema (desgaste de los omponentes físios),
perturbaiones onoidas (argas y diferentes ondiiones de operaión), así omo perturba-
iones desonoidas presentes en la dinámia observada y en la señal atuante (dada por el
atuador).
Se debe tener en uenta, que algún ambio oasionado por alguna perturbaión, hará que
la planta no obtenga la máxima salida uando el atuador se saturé y vieversa. Por tanto,
el sistema no dará más de lo que solía haer, ni responderá adeuadamente ante algún
estimulo. Se ve entones el sistema empobreido, pero apto para ser ompensado en la zona
no restringida o no deteriorada.
Existe un parámetro en el sistema, el ual dene el núleo de la ténia propuesta, el G(0),
denido omo la onstante de error de posiión estátia del sistema, también onoida omo
la ganania del sistema a freuenia ero. Se puede entender omo la apaidad que tiene la
planta, para atenuar o ampliar el nivel de señal de un estimulo onstante, o de variaión
ero.
Es importante este parámetro, puesto que en estado estable se reejan allí, los efetos de
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Figura 2-6.: Perturbaiones en el Sistema de Control
las perturbaiones que sufra el sistema. Por lo tanto hay una fuerte orrelaión entre estas
perturbaiones, y el G(0).
Suponiendo que el sistema es asintótiamente estable, y que no posee integradores ni deri-
vadores puros, el G(0) puede ser expresado mediante la relaión de los polos y los eros de
la funión de transferenia del sistema, dada por la expresión 2-11.
G(0) = k
c1c2 · · · cm
p1p2 · · · pn (2-11)
Como ejemplo, si se onsideran perturbaiones en una válvula hidráulia onmutable (atua-
dor meánio), se observa que la erosión de una de sus partes móviles (la orredera interna)
ausada por la friión on el uido, oasiona un no ierre total de la válvula. Esta falla no
permite que se suministre la energía neesaria al proeso, para su orreto desempeño.
Este ambio físio en la válvula, se puede trasladar matemátiamente omo un ambio en el
G(0) del sistema, omo se verá en la subseión 2.3.2. Posibilitando extender las perturba-
iones en el atuador haia el G(0) del sistema.
Como estos ambios son reejados en el G(0), lo más intuitivo es medirlo y uantiarlo, a n
de obtener implíitamente una medida del ambio en el sistema. Por lo tanto, la modulaión
de la señal u(t), debe seguir una ley de ontrol onforme G(0) evoluiona, de tal manera que
se puedan ompensar perturbaiones en el sistema; modulando en anho de pulso (PWM) o
la amplitud de pulso (PAM)(ver gura 2-7).
Por onsiguiente, el feedforward del ontrolador es el enargado de soluionar estos inonve-
nientes.
El funionamiento del lazo de feedforward es el siguiente: se estima de algún modo el G(0)
del sistema, uyo valor es Gˆ(0). Este valor es adaptado en la expresión dada por 2-5, de
esta manera el lazo se onvierte en un feedforward adaptativo. Su atualizaión se realiza
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Figura 2-7.: Señal de ontrol usando PAM y PWM
ada mT segundos (para todo m ∈ N), es deir regularmente, o en determinados instantes
de tiempo, si se veria que el sistema se enuentra en estado estable o erano a él.
Lo importante de notar y para tener en uenta, es que la ompensaión de estos ambios se
podrá lograr bajo ierta restriión, dada por la físia de la planta. Como es detallada en la
desigualdad 2-12.
0 ≤ ref ≤ G(0).M (2-12)
Para la estimaión del G(0), se han propuesto tres métodos. El primero onsidera la aumu-
laión y el segundo no. El terero, es una mejora adaptada a los métodos anteriores. Estos
métodos no son basados en las ténias onoidas del ontrol adaptativo, sino en la lógia y
la experienia.
2.3.1. Primer Método de Estimaión
En los problemas de regulaión y de rastreo, es deseable que el error e = ref − y tienda a
ero, o que la relaión entre la salida y la referenia tienda a la unidad.
Esto es denido en la euaión 2-13, la ual dene la relaión R.
R =
y
ref
(2-13)
De aquí en adelante en esta subseión, R será utilizada para desarrollar el método de
estimaión.
Teniendo en uenta el desaople de la parte integral del feedbak, y de su inmersión en el lazo
de feedforward, la funión de la integraión toma otro amino, ya no es aumular una señal
para que e = 0 (Control PI), sino en aumular una ganania (en el lazo de feedforward), tal
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que lleve al sistema a tener R = 1 o e = 0. Por lo tanto, el efeto de aumular y de llegar a
la antidad de esfuerzo de ontrol neesario será logrado por ambos (PI y PI').
Como la parte I' del ontrolador es onstituido por un modelo inverso de la planta en estado
estable, o también visto omo el inverso de la ganania a freuania ero del sistema en
feedforward(ver euaión 2-3), se puede observar que al aumentar el Gˆ(0), R empieza a
disminuir, y al disminuir Gˆ(0), R aumenta. Por lo tanto, existe una relaión inversamente
proporional entre el Gˆ(0) y R, siempre y uando la planta sea estable. (ver gura 2-8). Esto
es:
R ∝ 1
Gˆ(0)
(2-14)
Estos dos onjuntos {R, Gˆ(0)}, se relaionan mediante la siguiente apliaión:
h : R+ → R+
Gˆ(0) 7→ h
(
Gˆ(0)
)
= R
(2-15)
Y según las expresiones 2-15 y 2-14 se obtiene:
R =
αp
Gˆ(0)
(2-16)
Conoiendo Gˆ1(0), un elemento de Gˆ(0), y un R1 omo onseuenia de utilizar la anterior
ganania en el sistema, se tiene que αp = R1Gˆ1(0). Este es el valor evaluado en ualquier
par de elementos de los onjuntos.
Lo que se requiere es ajustar el Gˆ(0), tal que se onsiga R = 1. Para que el ajuste se haga en
un solo paso, se debe asegurar que la mediión sea tomada en estado estable. Visto de otra
forma, existe una funión h la ual enlaza la relaión en estado estable de los parámetros
involurados. Si se ubia el sistema en esta funión, se permitirá la sintonizaión en un solo
paso. Lo anterior no es posible si se toman datos en intervalos de tiempo regulares. Signia
que datos en el transitorio estarán siendo tomados, y la relaión R no estará arrojando
informaión preisa. Por lo tanto, el ajuste ya no se hará en un solo paso, y se neesitará de
una relaión de reurrenia que lo haga en n pasos y onverja.
Esto es denido de la siguiente manera:
Gˆ(0) =
αp
R
, Gˆ(0) =
R1Gˆ1(0)
R
(2-17)
Reemplazando el valor de R1 =
y1
ref
en 2-17.
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Gˆ(0) =
α︷ ︸︸ ︷
y1Gˆ1(0)
ref
1
R︸︷︷︸
=1
y obligando a que la relaión R sea 1.
Gˆ(0) =
y1
ref
Gˆ1(0) (2-18)
Si se onsidera que el sistema es asintótiamente estable, y de auerdo a la expresión dada
por 2-18, es natural que a partir de un Gˆ1(0) iniial, el sistema evoluione de ierta forma
y ause un R1. Con la informaión previa del Gˆ1(0), y la obtenida en el sistema omo
onseuenia del mismo, es deir, un R1 =
y1
ref
, se proporiona la informaión que sintoniza
relativamente la funión h.
La ley de adaptaión 2-18, evalúa y ajusta el Gˆ(0) del ontrolador, para llevar la relaión a
R = 1. Como la funión h hallada no es la funión real asoiada al sistema, el nuevo Gˆ(0)
del ontrolador no ausará un R = 1, pero si uno muy erano a el. Luego esta informaión,
sintonizará nuevamente la funión h. Este proedimiento se repetirá hasta enontrar el Gˆ(0)
que ause R = 1.
Como onseuenia, se obtiene un proeso de sintonizaión de una funión. También puede
ser visto omo una relaión de reurrenia (ver la expresión 2-19), onvirtiéndose en un
proeso iterativo para hallar el valor de Gˆ(0) indiado.
(Gˆ1(0), R1)→ (Gˆ2(0), R2)→ · · · → (Gˆn(0), Rn)
Este omportamiento se puede apreiar en la gura 2-8, y es resumido en la euaión 2-19.
Gˆk+1(0) =
yi
ref
Gˆk(0) (2-19)
Donde i = nT , para todo n ∈ N, i es el instante de tiempo en el que toma la muestra de la
respuesta del sistema, n será esogido dependiendo de la dinámia del sistema, k = mT es
el paso de álulo de la evoluión de Gˆ(0) que oinide on el paso i, si y solo si se toma una
muestra en la señal de salida para el álulo.
Esta suesión por lo tanto onverge, mientras el sistema sea asintótiamente estable.
G(0) ≈ l´ım
k→∞
Gˆk(0) (2-20)
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Y en su forma más general, si en vez de tomar un solo dato para la estimaión, se toman
varios.
Gˆk+1(0) =
1
N
N∑
i=0
yi
ref
Gˆk(0) (2-21)
En este aso, la distania entre el paso k al k + 1, será mayor que entre el paso i al i + 1,
esto es mT > nT .
Figura 2-8.: Comportamiento de la adaptaión
Por lo tanto, el proeso será una suesión de funiones hk, que llegará a onverger a la funión
que sintonie el Gˆ(0), para que la relaión R = 1 se imponga en el sistema de ontrol.
Para que este método funione orretamente, se debe tener muy en uenta que la estimaión
no se realizará, si la referenia ref o la salida y(t) en el sistema se haen ero; por lo tanto,
el proeso de estimaión estará suspendido.
Compensaión de Perturbaiones
El diagrama de la gura 2-9, ilustra que tipo de perturbaiones el sistema de ontrol pue-
de ompensar, basándose en el método de estimaión presentado. Como se observa en la
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gura 2-9, las perturbaiones pintadas en azul indian que su ompensaión es realizable,
mientras que las rojas no. La perturbaión que no es ompensada, es la que se presenta en
la mediión (sensor). Este efeto se puede pensar omo un sensor que no está alibrado;
generando un oset en la mediión, por lo tanto la señal re-alimentada no será la orreta.
Figura 2-9.: Compensaión de perturbaiones
Con relaión a la perturbaión onstante en el sensor, el sistema de ontrol solamente la verá
omo un ambio en la referenia, y por tanto, llevará al sistema hasta que la salida (y) más
el oset del sensor iguale el valor de onsigna. Bajo esta situaión, el ontrolador pensará
que ha regulado bien, sin darse uenta que la salida del sistema no es la orreta.
Caso similar ourre uando la perturbaión es dada en la salida del sistema y, esta es vista
también por la mediión; indiando la apariión del problema anterior, pero on la diferenia
de que la perturbaión si es ompensada por el ontrolador. El ontrolador guiará el ompor-
tamiento de tal manera que el error sea ero, es deir, que la salida más el oset presentado
por la perturbaión iguale al valor de onsigna. Por lo tanto, la respuesta en el sistema será
la neesaria tal que su suma on la perturbaión en la salida, garantie un un error de ero.
En las simulaiones 2-10, 2-11 y 2-12, se expone el desempeño del ontrolador PI' frente a
los ontroladores: PI Óptimo, y PI por Ziegler-Nihols, uando se presenta una perturbaión
en el atuador, en la salida y en el ontrolador. El algoritmo de ontrol PI utilizado, es el PI
serie [3℄. La optimizaión del ontrolador PI es desarrollada en el apéndie A. La modulaión
empleada para los ontroladores es por PWM.
Los valores de las gananias de los ontroladores, son dados por la tabla 2-2 y enontradas
en el apéndie A.
Tabla 2-2.: Gananias, halladas en el dominio del tiempo
Controlador Integral Proporional Tiempo Estimaión
PI Óptimo 1.478496364 10.69423550 No Aplia
PI Z-N 2.636239971302465 8.897309903145821 No Aplia
PI' No Aplia 9.811388301 0.9 seg
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Los valores del PI' fueron seleionados omo resultado de extensas simulaiones, enontrán-
dose los valores más apropiados para ompararlos on el ontrol PI Óptimo. No se desarrollo
un método sistemátio para hallarlos, debido a que se proporiona posteriormente un mejor
método de estimaión, que si amerita ese estudio.
Los ontroladores son apliados al sistema de prueba dado por la expresión 3-1. El máximo
esfuerzo que puede dar el atuador esM = 12. La freuenia utilizada para onmutar la señal
de ontrol u(t) y medir la salida y(t), es de 100 Hz, y no de 10 Hz omo se indió en el apítulo
2. Esto es debido a que los parámetros óptimos del ontrol PI fueron hallados en el dominio
del tiempo ontinuo, y su apliaión en el tiempo disreto requiere una transformaión sin
deterioro, es deir, para que no se pierda el funionamiento óptimo del sistema. Este ambio
es solo heho para garantizar la optimalidad en el sistema de ontrol, y así realizar las
omparaiones respetivas. Estos parámetros luego son transformados para su apliaión vía
PWM mediante la tabla 2-1.
El objetivo es seguir un esalón de amplitud unitaria, y arrana en el primer segundo, omo
se observa en las guras 2-10, 2-11 y 2-12.
La olumna izquierda de las guras 2-10, 2-11, y 2-12, ilustra el desempeño de los ontro-
ladores PI Óptimo y PI por Ziegler-Nihols, y la olumna dereha ilustra el desempeño del
PI'; indiando la respuesta del sistema y := x1, el ilo de trabajo
d
T
, y el error e = y − ref .
En la gura 2-10, la perturbaión se presenta omo una disminuión del 20% en la magnitud
máxima que puede proporionar el atuador, es deir, M = 9.6. La perturbaión suede a
los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-10, es ompensada por ambos esquemas
de ontrol PI y PI'.
En la gura 2-11, la perturbaión se presenta omo un aumento del 15% de T , en el anho
de pulso proporionado por el ontrolador d. La perturbaión suede a los 5, 5 segundos, y
omo se observa en la gura 2-11, es ompensada por ambos esquemas de ontrol PI y PI'.
En la gura 2-12, la perturbaión se presenta omo un aumento de 0.25 en la salida y del
sistema. La perturbaión suede a los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-12, es
ompensada por ambos esquemas de ontrol PI y PI'.
2.3.2. Segundo Método de Estimaión
Las neesidades ténias para realizar la estimaión, radian en solo tres elementos; medir la
señal de salida, medir la respuesta de ontrol (señal en la salida del atuador o en la entrada
en el sistema), e indiar el momento en el que se realizarán las mediiones; siendo el tiempo
de mediión un múltiplo de T , es deir H = mT , para todo m ∈ N.
El esquema del sistema de ontrol implementado, se apreia en la gura 2-13. El funio-
namiento del sistema es el siguiente; dado un H apropiado, se toman las muestras en la
entrada y la salida del sistema, se relaionan mediante una división (esta operaión requiere
un orden), se toma omo dividendo la salida y el divisor omo la entrada. Esta operaión
aritmétia si es obtenida bajo el estado estaionario, da omo resultado la ganania apro-
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Figura 2-10.: Compensaión perturbaión, valor máximo atuador, 80%
ximada a freuenia ero del sistema Gˆ(0). Durante el estado transitorio, la estimaión es
realizada a la espera del valor medio de la señal de salida.
Los siguientes análisis, evidenian algunas araterístias que demuestran las aseveraiones
propuestas en el segundo método de estimaión.
La salida del sistema de prueba se puede expresar omo la ombinaión lineal de las de-
rivadas de la salida, más los términos de exitaión on sus derivadas, omo se detalla en
la euaión 2-22. Suponiendo que no se onoe la estrutura interna del sistema, y de no
implementar algún algoritmo para estimar su estrutura, es muy difíil ontrarrestar el peso
que ejeren los términos desonoidos en la euaión diferenial 2-22. Por lo tanto, bajo este
maro de trabajo es imposible estimar el parámetro real desde el transitorio. Esto implia
22 2 Diseño del Sistema de Control
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
re
f
Control PI
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
re
f
Control PI prima, Método 1
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
1.5
x1
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
1.5
x1
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
d/
T
0 2 4 6 8 10
0
0.5
1
d/
T
0 2 4 6 8 10
−5
0
5
tiempo [seg] 
e
rr
o
r 
[%
]
0 2 4 6 8 10
−5
0
5
tiempo [seg] 
e
rr
o
r 
[%
]
Ziegler Nichols
PI Optimo
Figura 2-11.: Compensaión salida en el ontrolador, 15% mas en d
onoer su valor real en el estado estable, y un tiempo será neesario para su determinaión.
y = f
(
u, u˙, ..., u(m), y˙, y¨, ..., y(n)
)
y =
1
6︸︷︷︸
G(0)
u−5
6
y˙ − 1
6
y¨︸ ︷︷ ︸
Desconocido
(2-22)
Por otro lado, enontrar la ganania a freuenia ero del sistema, se podrá lograr además
tomando n muestras en la salida y en la entrada del sistema, e inmediatamente tomar sus
promedios y relaionarlas. Se proede de manera semejante para las muestras posteriores
(ya sea onservando muestras del onjunto anterior o deseharlas y tomar nuevas), hasta
alanzar las muestras en estado estable. Esta forma de enontrar el parámetro real trae sus
inonvenientes, ya que toma medidas erróneas durante el transitorio. Entre más estreha
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Figura 2-12.: Compensaión salida en el sistema, +0.25 en la y
en tiempo sea la distania entre muestras tomadas, más inestabilidad puede induirse, y
dependiendo omo se tomen, el sistema se enontrará enerrado en un omportamiento
donde no hallará estabilizaión.(La demostraión se da en la subseión 3.4.2).
Al tomar n muestras y obtener su media, implia que ualquier valor durante el transitorio
puede jugar omo papel de media, por lo tanto, solo basta un muestra para realizar la
estimaión. También es lógio que la mediión de este valor debe estar lo mas erano al
estado estaionario del sistema.
Una onseuenia importante del previo análisis, es que la estimaión se realizará tomando
solamente una muestra en la señales respetivas, y en un determinado momento H . Esto so-
luiona el problema de la inestabilizaión, ausada por una estimaión y adaptaión ontinua
en el ontrolador, además de evitar el omputo de haer promedios.
La seleión de este tiempo H , será un ompromiso al que se llegaría entre el desempeño
esperado y lo que se sariaría en disponibilidad, para que el sistema mida y ompense
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Figura 2-13.: Diagrama de bloques del sistema de ontrol bajo esta adaptaión
alguna perturbaión.
La ventaja de este método, es que evita la aión de aumular evadiendo el efeto del win-
dup integral. Una desventaja temporal es la neesidad de un sensor extra para medir la
respuesta de ontrol (salida en el atuador); lo que evidentemente onlleva a ostos en la
implementaión físia del sistema.
La soluión para ello es virtualizar el atuador, omo un omportamiento estátio entra-
da/salida arbitrario Me, omo se detalla en la gura 2-14, tal que se pueda inferir la salida
de este. Con esta soluión, se puede ompensar el heho de no tener que medir la salida
de atuador (un sensor extra), ni estimarla realmente. Esta virtualizaión implia que el
desonoimiento de la ganania del atuador M , y las perturbaiones implíitas debidas al
desgaste o a la falta de mantenimiento, se ven trasladadas en la ganania a freuenia ero
del sistema. Esto se prueba on el siguiente análisis.
La ganania estimada del sistema a freuenia ero es.
yk
uk
= Gˆ(0) (2-23)
Por la virtualizaión se obtiene una respuesta de ontrol virtual, la ual no es exitaión real
del sistema. Al relaionar esta señal virtual on la salida atual del sistema, se obtiene lo
siguiente.
yk
u′k
= Ge(0) (2-24)
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Igualando 2-23 y 2-24, se obtiene la siguiente estimaión.
Ge(0) =
M
Me
Gˆ(0) (2-25)
Se observa que los ambios oasionados en el atuador, serán trasladados matemátiamente
a la estimaión del Gˆ(0). Además la estimaión proporiona la seguridad de no onoer a M
ni a Me, este ultimo seleionado arbitrariamente. Con la adaptaión de este parámetro en
el ontrolador, la salida seguirá entones a la referenia.
Figura 2-14.: Esquema general estimaión y adaptaión.
El ontrolador no aumula energía, pero de manera indireta onserva la informaión pasada.
Por lo tanto, los valores futuros se onvierten en una onseuenia de la informaión pasada.
Esto se apreia en la euaión 2-26, la ual no tiene en uenta el atuador por simpliaión
y expresa la dinámia de la señal de ontrol uk.
uk+1 = ref
1
Gˆk(0)
=
ref
yk

 refyk−1
uk−1︷ ︸︸ ︷(
ref
yk−2
(· · · )
)
︸ ︷︷ ︸
uk
=
ref (k+1)
k∏
i=1
yi
u1 (2-26)
Para que este método funione orretamente, se debe tener muy en uenta que la estimaión
no se realizará, si la salida del atuador o la salida y(t) en el sistema se haen ero; por lo
tanto, en ualquiera de los dos asos el proeso de estimaión estará suspendido.
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Compensaión de Perturbaiones
El diagrama de la gura 2-15, ilustra que tipo de perturbaiones el sistema de ontrol
puede ompensar, basado en el método de estimaión presentado. Como se observa en la
gura 2-15, las perturbaiones pintadas en azul indian que su ompensaión es realizable,
mientras que las rojas no. Las perturbaiones que no son ompensadas, están en la mediión
y en la salida del ontrolador.
Figura 2-15.: Compensaión de perturbaiones
En las simulaiones 2-16 y 2-17, se expone el desempeño del ontrolador PI' respeto al
ontrolador PI Óptimo, y PI por Ziegler-Nihols, uando se presenta una perturbaión en el
atuador y en la salida. El algoritmo de ontrol PI utilizado, es el PI serie [3℄. La optimiza-
ión del ontrolador PI es desarrollada en el apéndie A. La modulaión empleada para los
ontroladores es por PWM.
Los valores de las gananias de los ontroladores, son dados por la tabla 2-2 y enontradas
en el apéndie A.
Los valores del PI' fueron seleionados omo resultado de extensas simulaiones, enontrán-
dose los valores más apropiados para ompararlos on el ontrol PI Óptimo. No se desarrollo
un método sistemátio para hallarlos, debido a que se proporiona en el método tres un
mejor algoritmo, que si amerita ese estudio.
Los ontroladores son apliados al sistema de prueba dado por la expresión 3-1. El máximo
esfuerzo que puede dar el atuador esM = 12. La freuenia utilizada para onmutar la señal
de ontrol u(t) y medir la salida y(t) es de 100 Hz, on el n de mantener la optimalidad
en el sistema de ontrol. Esto es debido a que los parámetros óptimos del ontrol PI, fueron
hallados en el dominio del tiempo ontinuo, y su apliaión en el tiempo disreto requiere una
transformaión sin deterioro, es deir, para que no se pierda el funionamiento óptimo del
sistema. Estos parámetros luego son transformados para su apliaión vía PWM mediante
la tabla 2-1.
El objetivo es seguir un esalón de amplitud unitaria, y arrana en el primer segundo, omo
se observa en las guras 2-16 y 2-17.
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La olumna izquierda de las guras 2-16, y 2-17, ilustra el desempeño de los ontroladores
PI Óptimo y PI por Ziegler-Nihols, y la olumna dereha ilustra el desempeño del PI';
indiando la respuesta del sistema y := x1, el ilo de trabajo
d
T
, y el error e = y − ref .
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Figura 2-16.: Compensaión perturbaión, valor máximo atuador, 80%
En la gura 2-16, la perturbaión se presenta omo una disminuión del 20% en la magnitud
máxima que puede proporionar el atuador, es deir, M = 9.6. La perturbaión suede a
los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-16, es ompensada, por ambos esquemas
de ontrol PI y PI'.
En la gura 2-17, la perturbaión se presenta omo un aumento de 0.25 en la salida y del
sistema. La perturbaión suede a los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-17, es
ompensada, por ambos esquemas de ontrol PI y PI'.
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Figura 2-17.: Compensaión salida en el sistema, +0.25 en x1
2.3.3. Terer Método de Estimaión
El prinipal problema de los anteriores métodos, es la neesidad de onoer previamente el
momento H , en el que se realiza la estimaión para ada sistema a evaluar. Es importante la
seleión de este parámetro, ya que ajusta el omportamiento deseado del sistema de ontrol.
Esto india que para ada sistema, se tendrá que ajustar el momento en el que se realiza la
estimaión, y opionalmente el número de muestras utilizadas.
Como se evidenio en el método dos, la estimaión no debe realizarse en el transitorio, puesto
que este parámetro evidenia su naturaleza en el estado estaionario, por tanto lo más natural
e importante es no entorpeer este proeso durante el estado transitorio. Bajo esta última
armaión, se desprende la soluión del problema presentado, y establee las razones por la
ual se propone el terer método.
Para soluionar este problema se introdue la siguiente ondiión, la ual se llamará de aquí
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en adelante omo la ondiión de estimaión. Esta es:
1
T
|yk+1 − yk| < a (2-27)
Esta ondiión india, que si el ritmo de ambio de la respuesta del sistema sea reiente
o dereiente, esta aotada superiormente por a e inferiormente por −a, la estimaión es
realizada, de lo ontrario no.
Esta ondiión soluiona en parte el problema de seleionar momento y número de muestras,
y se redue la seleión a solo manipular la pendiente a. Pero ahora para ada sistema a
ontrolar, una pendiente a será neesaria, ya que para ada sistema existe una onstante de
tiempo aparente τa. Por lo tanto, los ritmos de ambio de las respuestas de los sistemas, no
se podrán relaionar a un a espeio, únio e ideal.
La ondiión de estimaión 2-27 maniesta otro heho desfavorable, si y solo si, el álulo de
la estimaión es realizada onstantemente, es deir, para ada periodo de muestreo mientras
se umpla la ondiión de estimaión. Este proeso intestabiliza y puede induir al aos al sis-
tema, ya que la estimaión y adaptaión del d∗ nuna es estabilizada, y su inestabilizaión es
aotada por la saturaión en el atuador; llegando el proeso de estimaión a ser muy sensible
frente a ambios pequeños en la salida del sistema. (Ver demostraión subseión 3.4.2).
Se observa que se generan dos desventajas on la ondiión de estimaión 2-27, más no se
ierra la validez del método, puesto que para estos inonvenientes se generan sus soluiones,
y se dene en lo siguiente
Desarrollo del Terer Método
El terer método, es un aople entre los métodos de estimaión previamente presentados, y
la ondiión de estimaión 2-27, pero on unos ambios que permiten eludir los dos pasados
efetos adversos. Gráamente se puede ver la idea de su funionamiento, en la gura 2-18.
Del método dos(ver seión 2.3.2), se reoge el heho de que una sola muestra basta para
realizar la estimaión y no varias, siempre y uando el sistema umpla on la ondiión
preestableida dada por la expresión 2-27. Para ello se hae lo siguiente.
Se dene una señal binaria denominada Tramo dada por 2-28 (ver gura 2-19), la ual me
india si la ondiión de estimaión 2-27 se umple o no.
Tramo := T (t) =
{
1, si 1
T
|yk+1 − yk| < a
0, de otra forma
(2-28)
Dependiendo de las transiiones de la señal Tramo, se dará la indiaión de si realizar
la estimaión o no. Con esta mejora se soluiona la estimaión ontinua, si el sistema se
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Muestra tomada según
 la condición de estimación
Se cumple la condición 
de estimación
Figura 2-18.: Funionamiento terer método de estimaión
0
1
Figura 2-19.: Señal binaria Tramo
enuentra en el tramo apto para estimar. Por lo tanto, solo se tomará un dato por zona que
umpla la ondiión de estimaión en el sistema.
Las transiiones posibles en la señal Tramo son dadas por la tabla 2-3, y según esta, la
estimaión solo se realiza uando ourra un ano de subida en la señal Tramo. Esto implia
que la estimaión y la adaptaión se realizarán lo más erano posible al estado estaionario,
y solo en preisos e indiados momentos de tiempo. Queda soluionado el segundo efeto
adverso de la ondiión de estimaión 2-27, y expliado el motivo de la misma.
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Tabla 2-3.: Transiión Condiión de estimaión
Tk-Tk+1 Aión
1-1 No tome la muestra
1-0 No tome la muestra
0-1 Si tome la muestra
0-0 No tome la muestra
Como indiaiones ténias para la utilizaión del método, la señal Tramo se iniializa a 1,
puesto que al iniio de la evoluión de la respuesta del sistema, la ondiión de estimaión 2-27
se estará umpliendo, y no se quiere que se estime en el estado transitorio.
Lo anterior se detalla y se resume en la gráa 2-20.
Aca se estará
 tomando la muestra
Flanco de 
subida
Respuesta
del sistema
Inicialización
señal tramo a ’1’
yk+1
Señal Tramo
yk
Tk Tk+1
Figura 2-20.: Resumen Funionamiento terer método
Si se supone un onjunto de sistemas de orden dos, on un fator de amortiguamiento relativo
denido, una freuenia natural variable, e imponemos que la ondiión de estimaión este
denida para algún valor a, la ondiión de estimaión se impondrá de manera irregular para
la respuesta de los sistemas (ya que ada sistema tiene una onstante de tiempo aparente).
Lo ideal es obtener de manera oherente un patrón de zonas donde se umpla la ondiión
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de estimaión, para todos los sistemas involurados.
Lo mismo se puede deir, si se abara un onjunto on una gran antidad de sistemas de
orden dos, on un fator de amortiguamiento relativo variable.
Lo anterior implia que para ada sistema se tendrá que hallar la pendiente a adeuada.
Además se evidenia que la seleión de a, está relaionada on la veloidad de respuesta del
sistema.
Para que la ondiión de estimaión se imponga orretamente, y soluione la dependenia de
la pendiente a on respeto a la onstante de tiempo aparente de los sistemas τa, se proede
a normalizar la pendiente y trabajar on ella.
La pendiente está denida omo:
a =
∆y
∆t
(2-29)
Normalizando el periodo entre muestras on respeto a la onstante de tiempo aparente τa
del sistema, se obtiene.
asn =
∆y
∆t
τa
=
∆y
∆tn
= aτa (2-30)
La ual orresponde a la pendiente semi-normalizada.
a =
asn
τa
(2-31)
Si se normaliza además la magnitud de la respuesta del sistema y. Se obtiene.
an =
∆y
ma´x y
· τa
∆t
=
∆yn
∆tn
= a
τa
ma´x y
(2-32)
La ual es la normalizaión ompleta de la pendiente.
Cuando se normaliza el tiempo, se indue a ualquier sistema tener un τa = 1 independiente
de su dinámia. Cuando se normaliza la magnitud, se indue en ualquier sistema un ma´x y =
1. El valor de τa puede ser alulado, a partir de los métodos de sintonizaión automátia
proporionados para el ontrol PI [15℄, [9℄, y [4℄.
La normalizaión de la pendiente, implia un pequeño ambio en la ondiión de estima-
ión 2-27, y se ilustra mediante las dos ondiiones equivalentes siguientes.
ax
T
|yk+1 − yk| < a0 (2-33)
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1
T
|yk+1 − yk| < a0
ax
= a (2-34)
Donde ax es el fator de normalizaión, y es igual a
τa
ma´x y
para normalizaión ompleta, o es
igual a τa para semi-normalizaión.
a0 := an,sn, ó a0 = asn, a0 = an, denen el valor deseado para el intervalo de la ondiión
de estimaión 2-27. Las ondiiones 2-33 y 2-34, estableen dos formas de implementar la
ondiión de estimaión para la señal tramo, y ada una de ellas tiene sus impliaiones. Por
failidades ténias y omputaionales, se trabajará on la ondiión 2-33, debido a que en la
ondiión 2-34, se puede presentar un desborde en
a0
ax
, uando ax = 0. El reiproo, ax =∞
nuna suede, debido a que ma´x y nuna es ero.
Además la ondiión 2-34 no es intuitiva, por perderse la idea del umbral jo para la ondiión
de estimaión.
Con el anterior proedimiento, se garantiza que la pendiente sobre la ual se realiza la
estimaión, sea muy dependiente al sistema. Este resultado establee un maro de trabajo
omún, para evaluar gran parte de los sistemas de orden dos.
Seleión de a0
La seleión de a0, es importante y muy dependiente de la freuenia a la ual se esté
trabajando.
En el aso donde los ontroladores son ontinuos en el tiempo, es deir, si el sistema trabaja
a una freuenia innita en la mediión y la apliaión de la señal de ontrol, es intuitivo
y direto onoer el valor de a0, en este aso a0 = 0, pues evidenia el omportamiento en
estado estable del sistema.
Lo anterior implia estableer una relaión de la siguiente manera: a0 =
ǫ
f
. No importa
uanto valga ǫ, es deir, no importa que sistema sea si la freuenia f = ∞, implia un
a0 = 0.
Pero la seleión se omplia si f 6=∞, puesto que ǫ = ǫ(F (x, u), f) es muy dependiente de
la dinámia del sistema, de la freuenia, y además es desonoido. Puede verse la seleión
de ǫ, omo un ompromiso entre la freuenia y la dinámia del sistema.
Es un heho que al reduir a0, aumenta la preisión en el sistema (evidenia del estado
estable), pero puede volverse más lento para ompensar y reaionar, al esperar una om-
portamiento más plano en la variaión de la salida. Por lo tanto, la pregunta es, hasta donde
reduir a0.
La soluión más intuitiva es observar las posibles pendientes presentes, en un asenso y
desenso de un pio de osilaión on freuenia denida, generadas tomando pasos de tiem-
po T en la osilaión. Luego identiar la pendiente más pequeña de este onjunto. Ver
gura 2-21.
34 2 Diseño del Sistema de Control
Figura 2-21.: Ilustraión sobre las pendientes posibles en un pio de osilaión
Tratar de desubrir la pendiente mínima presentada en una osilaión, es prátiamente
imposible, puesto que no hay erteza sobre el lugar donde se tomarán los datos; por lo tanto,
no es pratio haerlo. Una opión es aotar las posibles pendientes, seleionando el máximo
valor del onjunto de pendientes viables.
El onjunto dado por la expresión 2-35, es denido omo todas las posibles pendientes,
abaradas por la variaión de los puntos 1 y 2 alrededor de la urva dada en la gura 2-21,
hasta que el punto 1 llegue a la posiión entral de los tres puntos estableidos en la gura.
A0 = {a0n ∈ R : n > 1} (2-35)
El máximo valor del onjunto es:
a0 = ma´x{|a01| , |a02| , |a03| , ... |a0n|} = ma´x{A0} (2-36)
|a0n| 6 a0 (2-37)
Además se detalla en la gura 2-21, que el máximo valor de la pendiente se obtiene entre
los puntos 1 y 2, este es el valor de a0.
Por lo tanto, se garantiza que todas las posibles pendientes en un sistema on freuenia
denida, estarán aotadas superiormente e inferiormente por este valor, sin sobrediseñar el
anho del umbral de la ondiión de estimaión 2-33.
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Para hallar una aproximaión de a0, se asume una funión sin(wt), on periodo igual τcr.
Este es denido omo el periodo de tiempo rítio, hallado en la osilaión de un sistema al
borde de la inestabilidad (ver Ziegler-Nihols [22℄). Además se seleiona la magnitud de la
funión on valor unitario, debido a la previa normalizaión de la pendiente. La aproximaión
de a0 es dada en 2-38
a0 ≈ 1
T
∣∣∣∣sin
(
π
2
− 2π
τcr
T
)
− sin
(π
2
)∣∣∣∣ (2-38)
Esta pendiente es una aproximaión, puesto que la seleión de la funión sin(wt), proviene
del heho de onsiderar al sistema en su límite de la estabilidad, y no de su evoluión
real. Seleionar una pendiente mayor implia un mayor sobrediseño. Seleionar una menor
implia posiblemente desartar la pendiente real.
Conforme se aumente la freuenia, la distania entre los elementos del onjunto 2-35 se hará
más pequeña. Esto quiere deir que los elementos se agruparán hasta onverger a un valor
en este aso ero. Se orrobora la suposiión planteada aera de una f =∞ implia a0 = 0.
Cuando el a0 es hallado de esta manera, se llega a un equilibrio en el ompromiso ǫ. Puesto
que permite una ompensaión y reaión razonable, y muy erana a lo que sería el sistema,
si se estuviera trabajando on una f =∞.
Compensaión de Perturbaiones
El método 3 empleado en las siguientes simulaiones, es basado en el método 2. Por otro
parte, el método 1 también podría haberse utilizado omo base para realizar las simulaiones.
En las simulaiones 2-22 y 2-23, se expone el desempeño del ontrolador PI' respeto al
ontrolador PI Óptimo, y PI por Ziegler-Nihols, uando se presenta una perturbaión en el
atuador y en la salida. El algoritmo de ontrol PI utilizado, es el PI serie [3℄. La optimiza-
ión del ontrolador PI es desarrollada en el apéndie A. La modulaión empleada para los
ontroladores es por PWM.
Los valores de las gananias de los ontroladores PI, son dados por la tabla 2-2 y enontradas
en el apéndie A.
En el ontrol PI', la onstante proporional kp fue esogida para minimizar el funional 2-39,
y es hallada en la subseión 3.4.3.
mı´n
u∈Ω
∞∫
0
(
e2 + 0.1e˙2
)
dt (2-39)
En la tabla 2-4, se resumen los valores de los parámetros en el ontrolador PI', para realizar
las simulaiones.
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Tabla 2-4.: Parámetros del Controlador PI'
τa 0.8861
ma´x y 2
a0 0.0001
kp 9.811388301
Los ontroladores son apliados al sistema de prueba dado por la expresión 3-1. El máximo
esfuerzo que puede dar el atuador esM = 12. La freuenia utilizada para onmutar la señal
de ontrol u(t) y medir la salida y(t) es de 100 Hz, on el n de mantener la optimalidad
en el sistema de ontrol. Esto es debido a que los parámetros óptimos del ontrol PI, fueron
hallados en el dominio del tiempo ontinuo, y su apliaión en el tiempo disreto requiere una
transformaión sin deterioro, es deir, para que no se pierda el funionamiento óptimo del
sistema. Estos parámetros luego son transformados para su apliaión vía PWM mediante
la tabla 2-1.
El objetivo es seguir un esalón de amplitud unitaria, y arrana en el primer segundo, omo
se observa en las guras 2-22 y 2-23.
La olumna izquierda de las guras 2-22, y 2-23, ilustra el desempeño de los ontroladores
PI Óptimo y PI por Ziegler-Nihols, y la olumna dereha ilustra el desempeño del PI';
indiando la respuesta del sistema y := x1, el ilo de trabajo
d
T
, y el error e = y − ref .
En la gura 2-22, la perturbaión se presenta omo una disminuión del 20% en la magnitud
máxima que puede proporionar el atuador, es deir, M = 9.6. La perturbaión suede a
los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-22, es ompensada, por ambos esquemas
de ontrol PI y PI'.
En la gura 2-23, la perturbaión se presenta omo un aumento de 0.25 en la salida y del
sistema. La perturbaión suede a los 5, 5 segundos, y omo se observa en la gura 2-23, es
ompensada, por ambos esquemas de ontrol PI y PI'.
2.3.4. Sintonizaión
En apliaiones reales, desde el momento en el que sistema empiee a funionar, es natural
que el feedforward del ontrolador no se enuentre sintonizado, si se asume que no se onoe
informaión de la planta. Por lo tanto, el ontrolador no onoerá la ganania a freuenia
ero del sistema uando arranque su funionamiento por primera vez, o uando se reiniie
este.
El sistema de ontrol solo neesita al iniio un esalón o un pulso para sintonizarse. Luego
el sistema enontrará el valor neesario en energía para que la salida siga a la entrada.
Para la gura 2-24, se asume que el ontrolador no está sintonizado, es deir, diere del
valor real en el sistema, el ual es G(0) = 1
6
, estableiéndose un valor iniial en el ontrolador
de Gˆ(0) = 1
3
. Se observa que la respuesta iniial en el sistema es iniiada por un pulso,
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Figura 2-22.: Compensaión perturbaión, valor máximo atuador, 80%
presentando un omportamiento lento en el transitorio.
Cuando se dan las ondiiones neesarias para la estimaión, el sistema se sintoniza; en-
ontrando el valor adeuado para el feedforward, esto se puede observar en las guras 2-24
y 2-25. Los puntos rojos indian el momento donde se realiza la estimaión, sintonizando el
feedforward para Gˆ(0) ≈ 1
6
.
2.4. Antiwindup del Controlador PI'
En la gura 2-26, se observa el desempeño que muestran los ontroladores PI (olumna
izquierda) y PI'(olumna dereha), uando se impone un ambio bruso en la referenia;
empezando desde el 0% al 90%, y luego del 90% al 20% del rango dinámio ofreido por
el sistema que va de 0 a 2. Esta es una forma de induir el efeto windup en el sistema de
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Figura 2-23.: Compensaión salida en el sistema, +0.25 en x1
ontrol, usando el ontrolador PI, para este aso, se ondue al sistema para que siga una
ref = 1.8, y luego una ref = 0.2.
Se pusieron a prueba, por parte de los ontroladores PI al: PI Óptimo, PI por Ziegler Ni-
hols [40℄, PI usando retro-álulo [7℄, y PI usando integraión ondiional [16℄. Estos dos
últimos son las ténias antiwindup onvenionales, apliadas para el ontrol PI en la indus-
tria. Estas ténias fueron utilizadas usando PWM.
Por parte de los ontroladores PI', se tienen los métodos 1,2 y 3; siendo el último el más
importante de todos, puesto que este ontrolador es la evoluión de los dos primeros.
Los ontroladores son apliados al sistema de prueba dado por la expresión 3-1. El máximo
esfuerzo que puede dar el atuador esM = 12. La freuenia utilizada para onmutar la señal
de ontrol u(t) y medir la salida y(t) es de 100 Hz, on el n de mantener la optimalidad
en el sistema de ontrol. Esto es debido a que los parámetros óptimos del ontrol PI, fueron
hallados en el dominio del tiempo ontinuo, y su apliaión en el tiempo disreto requiere una
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Figura 2-25.: Evoluión G(0) estimado
transformaión sin deterioro, es deir, para que no se pierda el funionamiento óptimo del
sistema. Estos parámetros luego son transformados para su apliaión vía PWM mediante
la tabla 2-1.
Los valores de las gananias de los ontroladores PI y PI', son dados por la tabla 2-2 y 2-4.
La ganania utilizada para realular el tiempo integral ks = 0.1, fue seleionada omo
resultado de extensas simulaiones, enontrándose los valores más apropiados para eludir el
windup.
Como se observa en la gura 2-26, el mejor desempeño se presenta en el ontrol PI' método 3,
sin requerir de elementos adiionales de hardware (sensores), o modelamiento de atuadores
para poder ompensar el efeto windup.
El método 3, no presenta problema uando la señal de ontrol se satura, a diferenia del
ontrol PI Óptimo, que aumula un esfuerzo inneesario. Para uando el ontrol PI neesita
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Figura 2-26.: Comportamiento de la adaptaión
ontrarrestar el esfuerzo aumulado, este no lo logra inmediatamente, inurriendo en un
tiempo para realizarlo. Se evidenia en la gura 2-26, que la ley de ontrol d para el PI
Óptimo, presenta saturaión en un periodo relativamente largo de tiempo.
La integraión ondiional(ver gura 2-28) por su parte elude el efeto windup, pero vuelve
lenta la evoluión del sistema, puesto que solo la parte proporional estará trabajando uando
la señal de ontrol este saturada. Cuando la señal de ontrol no esté saturada, el ontrol
integral omenzará a funionar, pero on un valor aumulado iniial de ero. Este problema
lo soluionan Woo y olaboradores [11℄, asemejando su desempeño al retro-álulo.
El retro-álulo (ver gura 2-27) elude el efeto windup muy bien, puesto que reiniia su
aión integral dinámiamente, a diferenia de la integraión ondiional. Esta estrategia
requiere de hardware adiional para eludir el efeto adverso.
El más importante valor agregado que proporiona el ontrolador PI', es su naturaleza an-
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Figura 2-27.: Estrategia antiwindup mediante retro-álulo
Figura 2-28.: Estrategia antiwindup mediane integraión ondiional
tiwindup, sin requerir de sensores adeuados en la salida del atuador.
2.5. Conlusiones Pariales
El ontrolador propuesto PI' umple on sus objetivos; es senillo su funionamiento,
es fáil de implementar y emula al ontrol PI on una mejor araterístia.
El ontrolador propuesto PI' por su naturaleza no aumula energía, evitando que el fe-
nómeno del windup integral apareza. Es una ventaja onsiderable respeto a la ténia
de ontrol PI, que neesita una estrategia antiwindup para soluionarlo; inurriendo en
el uso de instrumentaión adiional (ostos) para eludir este efeto adverso.
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El ontrolador propuesto propone dos osas, por un lado proporiona la energía ne-
esaria para que la salida del sistema siga la referenia sin aumular en su proeso, y
permite que solo la aión proporional dena la dinámia deseada.
En las ténias antiwindup industriales, se asume que la zona de no saturaión del
atuador es lineal, pero en realidad es una dinámia no-lineal estátia. Esto implia que
el error entre la salida y la entrada del atuador no es ero, en el rango no saturado. Por
lo tanto este pequeño error desintoniza el tiempo de reset del ontrol PI, deteriorando
el desempeño del mismo.
En el ontrol PI', se le estará asignando el valor neesario de fuerzas al ontrolador en
el d∗, para que la salida siga a la entrada. Lo anterior implia que el sistema responderá
más rápido que el ontrol PI, después de que el ontrolador PI' haya sido sintonizado.
Desde el punto de vista del ontrol PI, la seleión de las onstantes proporionan un
gran onjunto de posibilidades para denir la dinámia deseada, y además le da prei-
sión al sistema; sin embargo, en apliaiones reales, las limitaiones físias empobreen
el desempeño de este ontrol, para grandes perturbaiones y ambios en la referenia.
Además, desde el punto de vista del ontrol en general, seguir aumulando un esfuerzo,
que ya ha llegado a sus límites no tiene sentido, se onluye por lo tanto, por qué no
onoer el valor neesario en energía para que el sistema de ontrol sea preiso?. Si
es así, implia que la aión proporional del ontrolador dena la dinámia del siste-
ma. Por lo tanto, un menor número de dinámias se podrán seleionar on solo un
parámetro, este es el osto asumido.
3. Dinámia del Sistema de Control
3.1. Sistema de Prueba
El sistema esogido para apliar los métodos matemátios desarrollados a lo largo del trabajo,
así omo para realizar el experimento numério mediante simulaión, es un sistema lineal
on dinámia sobre-amortiguada. Este sistema dinámio fue esogido on el objetivo de tener
una primera aproximaión para ontrolar sistemas industriales uyo atuador puede ser una
válvula neumátia, hidráulia, o un interruptor eletrónio. Sin embargo, vale la pena alarar
que el enfoque que se está realizando es además válido para poder ontrolar una gran antidad
de sistemas lineales de orden dos.
El sistema de prueba es el siguiente:
[
x˙1
x˙2
]
=
[
0 1
−6 −5
]
︸ ︷︷ ︸
A
[
x1
x2
]
+
[
0
1
]
︸ ︷︷ ︸
b
u, u ∈ {0,M}
y = x1
(3-1)
Como se ha diho, el sistema es lineal, invariante en el tiempo y uando se ierra el lazo es
suave a tramos. El sistema es ontrolado por la señal u que es pulsante y está ompuesta de
dos valores {0,M}.
Las euaiones matemátias no orresponden a un modelo matemátio de un sistema físio,
solo son una referenia matemátia y punto de partida para empezar la investigaión. Para
este aso el sistema y¨+5y˙+6y = u posee una dinámia sobre amortiguada (omo se observa
en la gura 3-1) on valores propios en λ1 = −2 y λ2 = −3 y un valor de ganania en
estado estaionario de G(0) = 1
6
. Se podría haer una analogía on un sistema térmio o un
sistema de aumulaión neumátio, los uales son lentos en su evoluión. El máximo valor
que dará el atuador será ma´x u = M = 12 y el mínimo mı´n u = 0. La freuenia del PWM
es ajustada a 10Hz y es seleionada dependiendo de la dinámia del sistema y la preisión
requerida, en esenia para que no se pierda informaión a la hora de medir la evoluión de
la señal de salida del sistema.
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Figura 3-1.: Respuesta al esalón unitario
3.2. Dinámia del Sistema
Haiendo que el ampo de las veloidades sea igual a ero f(x∗, u, t) = 0 o haiendo la
euaión 3-1 igual a ero, se puede ver que los puntos de equilibrio del sistema desrito se
enuentran omo
[
x1 x2
]T
=
[
u
6
0
]T
. Dado que u = {0,M}, solo habrá dos puntos
de equilibrio, los uales, de manera independiente son asintótiamente estables, puesto que
sus valores propios poseen parte real negativa. Se observa laramente que el sistema está
alternando su búsqueda entre dos puntos de equilibrio, para alanzar su onvergenia. Esta
araterístia dinámia permite que existan en la evoluión de las órbitas del retrato de fase,
interseiones, omo se muestra en las guras 3-2 y 3-3.
Si se analiza la existenia de la derivada on respeto al tiempo en esta órbita (gura 3-3),
se observa que esta existe uando las trayetorias son suaves; indiando su omportamiento
o veloidad, pero se detalla que la evoluión ambia brusamente de direión en determi-
nados puntos en el espaio de estado (el ampo vetorial es disontinuo). Es aquí donde la
derivabilidad no existe, dado que el límite de la funión derivada no está denida en este
punto. Esto es debido a que la onmutaión de la señal de ontrol depende del tiempo, es
deir, el sistema es no-autónomo.
Ahora bien, si se toma omo ondiión iniial un punto de ualquier interseión en el espaio
de estados, la trayetoria que tome la evoluión del sistema a partir de esta ondiión iniial,
estará denida por la señal de ontrol u. Esto india a primera vista, que los retratos de fase
asoiados a los puntos de equilibrio reados por la señal de ontrol u se ruzan.
La señal de exitaión u(t) es denida mediante una ley de ontrol ontinua y adeuada a
dos símbolos {M, 0} mediante PWM (Modulaión de anho de pulso). Reordando, la señal
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de ontrol es denida de la siguiente manera:
u(t) =
{
M, si 0 < t ≤ d
0, si d < t ≤ T
(3-2)
A grandes rasgos la ley de ontrol es denida omo: d = d∗ + kp.e. Donde d es el anho
de pulso, d∗ es el valor neesario en modulaión para que en estado estable, la salida del
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sistema siga la referenia ref , y kp modula de manera lineal el error e = ref − x1 (ontrol
proporional).
Se asume en este apítulo que el funionamiento del ontrolador es ideal. Esto india que el
d∗ es jo, y además se asume que es automátiamente adeuado, a la salida deseada que se
quiere obtener. (En el apítulo 2 se da todo el detalle aera del desarrollo del ontrolador.)
Como la señal de ontrol esta denida a tramos en el intervalo de tiempo de [0, T ], la evoluión
del sistema también lo estará.
La soluión del sistema 3-1, y de ualquier sistema lineal on exitaión onstante, on
autovalores diferentes de ero asoiados a la matriz de estado, es de la siguiente forma:
x(t) = eAtx(0) + (eAt − I)A−1bu (3-3)
Considerando la señal de ontrol u, dada por la euaión 3-2, y la saturaión de la ley de
ontrol en d ∈ [0, T ], se obtiene la soluión general de los sistemas lineales a tramos.
x(t) = eAtx(0) + (eAt − I)A−1bM para 0 < t ≤ d (3-4)
x(d) = eAdx(0) + (eAd − I)A−1bM (3-5)
x(t) = eA(t−d)x(d) para d < t ≤ T (3-6)
Y se aplia para el sistema de prueba 3-1 así.
para 0 < t ≤ d(
x1(t)
x2(t)
)
=
(
[4− 2x1(0)− x2(0)]e−3t + [3x1(0) + x2(0)− 6]e−2t + 2
[6x1(0) + 3x2(0)− 12]e−3t + [−2x2(0)− 6x1(0) + 12]e−2t
)
(3-7)
para d < t ≤ T(
x1(t)
x2(t)
)
=
(
[−2x1(d)− x2(d)]e−3(t−d) + [3x1(d) + x2(d)]e−2(t−d)
[6x1(d) + 3x2(d)]e
−3(t−d) + [−2x2(d)− 6x1(d)]e−2(t−d)
)
(3-8)
Esta soluión, la ual desribe un sistema lineal a tramos funiona de la siguiente manera. La
ondiión nal del subsistema dado por la euaión 3-7 se onvierte en ondiión iniial para
el subsistema dado por la euaión 3-8 y vieversa. El funionamiento de los subsistemas
no está denido en tiempos disretos onstantes, debido a que la ley de ontrol d está
variando onstantemente. Pero el sistema disreto en general onsidera un periodo jo T de
onmutaión, dado que la salida del sistema siempre se está sensando ada T segundos, on
la nalidad de alular nuevamente la modulaión en la señal de ontrol.
Se observa que la soluión del sistema, sigue un omportamiento similar al de un sistema
en tiempo disreto (en funión de un reloj ada T segundos) on saturaión. Por lo tanto,
la disretizaión del sistema dada por la expresión 3-1, y de ualquier sistema lineal, viene
dada mediante el tipo de modulaión en la señal de ontrol. Como se verá en la siguiente
subseión, para PAM (Modulaión de amplitud de pulso) y PWM.
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3.2.1. Disretizaiones
Si se onsidera exitar el sistema on una señal dada mediante PAM, es deir on el valor
promedio de la osilaión del PWM, esto es u = M d
T
ada T segundos, la dinámia obtenida
siguiendo la euaión 3-3, manteniendo la saturaión ahora en u ∈ [0,M ], y evaluada en
t = kT segundos, on k ∈ N es:
x(kT ) = eAkTx(0) + (eAkT − I)A−1bu, on u = M d
T
Esta soluión proporiona la disretizaión induida mediante PAM, si se onsidera el estado
nal x(kT ) omo el nuevo estado iniial del sistema. El sistema disreto induido por la
modulaión es el siguiente.
xk+1 = e
AT︸︷︷︸
Ad
xk + (e
AT − I)A−1b︸ ︷︷ ︸
bd
uk (3-9)
Si se ontinua la dinámia del PWM (sin promediar la señal de ontrol), y en la evoluión del
sistema se observan los estados ada T segundos, se enuentra de manera natural, el sistema
disreto induido por la modulaión. Esto se dene siguiendo las euaiones dadas en 3-4,
omo sigue.
x(t) =eA(t−d)x(d) (3-10)
x(t) =eAtx(0) + eAt(I − e−Ad)A−1bM (3-11)
Evaluando 3-10 en t = kT , se obtiene.
x(kT ) = eAkTx(0) + eAkT (I − e−Ad)A−1bM (3-12)
De igual forma, esta soluión proporiona la disretizaión induida mediante PWM, si se
onsidera el estado nal x(kT ) omo el nuevo estado iniial del sistema. Completando la
expresión 3-12, y reorganizando términos se obtiene el siguiente sistema disreto.
xk+1 = e
AT︸︷︷︸
Ad
xk + (e
AT − I)A−1b︸ ︷︷ ︸
bd
M − (eA(T−d) − I)A−1b︸ ︷︷ ︸
b˜d
M (3-13)
xk+1 = e
AT︸︷︷︸
Ad
xk + (bd − b˜d)M (3-14)
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Es importante ver que las euaiones 3-9 y 3-13 son dos disretizaiones diferentes. Se observa
que, si se sigue la disretizaión dada por PWM, la ley de ontrol d ya no estará en u, si no
dentro de la estrutura b˜d. Por otra parte, si se toma el promedio de la osilaión u (PAM),
se tendrá la ley de ontrol explíita en u.
Se detalla que el sistema disreto induido por PWM mostrado en la euaión 3-13, resulta
en un sistema disreto no-lineal. Debido a que d es funión del estado x1k . La no-linealidad
no toma lugar en la dinámia, si la variaión del d es muy pequeño, o si se onsidera un T
pequeño (esto es 0 < d 6 T ). Por lo tanto, un rango muy lineal en la funión exponenial se
presentará en la operaión.
Reesribiendo el pasado sistema de euaiones 3-13 para el sistema de prueba, se obtiene lo
siguiente.
(
x1k+1
x2k+1
)
=
( −2e−3T + 3e−2T e−2T − e−3T
6e−3T − 6e−2T 3e−3T − 2e−2T
)(
x1k
x2k
)
+
(
1
3
e−3T −1
2
e−2T
−e−3T e−2T
)(
1− e3d
1− e2d
)
M (3-15)
Se observa que para las dos disretizaiones, el sistema ya no se presenta a tramos suaves sino
omo una euaión ompata. Se detalla además, que la ley ontrol puede implementarse en
la estrutura de gananias del sistema (Sistema disreto induido por PWM), o en la señal de
exitaión (Sistema disreto induido por PAM), omo se observa en las euaiones 3-9 y 3-13.
Esta araterístia se observa también en los sistemas de estrutura variable (Convertidor
Boost).
Algo interesante puede notarse on alguna reorganizaión de los términos del sistema disreto
dado por PWM. Se puede onvertir el sistema disreto PWM de una entrada a dos entradas
de ontrol omo se observa en la euaión 3-15. Esto es u1 = 1− e3d, y u2 = 1− e2d.
Se podría pensar que las dos disretizaiones 3-9 y 3-13 son equivalentes, pero las dos exponen
dos sistemas disretos diferentes; sin embargo, se aproximan una a la otra, mientras el periodo
de muestreo T se haga ada vez más pequeño, esto resulta en:
xk+1︸︷︷︸
PAM
≈ xk+1︸︷︷︸
PWM
(3-16)
Reemplazando las euaiones de los dos sistemas disretos 3-9 y 3-13 en la expresión 3-16, y
asoiando términos se obtiene lo siguiente:
(eAT − I)A−1bu = (eAT − I)A−1b d
T
M ≈ eAT (I − e−Ad)A−1bM (3-17)
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Relaionando fatores se llega a la siguiente aproximaión.
(eAT − I) d
T︸ ︷︷ ︸
PAM
≈ eAT (I − e−Ad)︸ ︷︷ ︸
PWM
(3-18)
Ahora se omprueba que los dos sistemas disretos se aproximan uno del otro, en la medida
que T tienda a ero, d por tanto lo hará también.
l´ım
(T,d)→(0,0)
(eAT − I) d
T
= l´ım
(T,d)→(0,0)
eAT (I − e−Ad) = 0 (3-19)
El segundo límite es direto y resulta en la matriz nula. El primer límite no es trivial puesto
que ondue a una matriz de indeterminaiones. Por lo tanto se proede repartiendo los
limites.
l´ım
T→0
(eAT − I)
T
. l´ım
d→0
d (3-20)
Reesribiendo términos en el primer límite, se enuentra la derivada de la matriz de transiión
de estados.
l´ım
T→0
(
eAT − eA.0
T − 0
)
︸ ︷︷ ︸
f ′(0)
l´ım
d→0
d = A.0 = 0, donde f(T ) = eAT (3-21)
Queda por tanto demostrado, que los dos sistemas disretos se haen equivalentes uando T
tiende a ero.
De manera ualitativa se apreia esta relaión en estado estable, en la gura 3-4. Se detalla
que ambas disretizaiones (dadas por PAM y PWM) disrepan de ierta manera. Se observa
además que la media de la respuesta del sistema en tiempo ontinuo PWM, es la respuesta
del sistema en tiempo ontinuo PAM.
3.3. Bifuraiones
3.3.1. Bifuraiones Unidimensionales
Como se está tratando la dinámia del sistema en este apítulo, y ontinuando on ello, lo
que se quiere es observar el omportamiento ualitativo que presenta el sistema ante ambios
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Respuesta, sistema
 en tiempo continuo
PWM
Respuesta, sistema
 en tiempo discreto
PWM
Respuesta, sistema
en tiempo discreto 
PAM
Respuesta, sistema
 en tiempo continuo
PAM
Media de la
respuesta en 
el sistema
Figura 3-4.: Disretizaión mediante PWM y PAM.
en la onstante proporional kp del ontrolador; on el n de visualizar un rango de trabajo
sobre el ual la onstante proporional trabaja de manera adeuada en el ompensador.
Las bifuraiones se harán teniendo en uenta que la estrutura del ontrolador es dada
mediante un PWM, que la ley de ontrol es denida omo d = d∗+ kp.e. Para esto d∗ (valor
neesario en modulaión del PWM para que la salida siga la referenia), se mantendrá jo
para los próximos análisis.
Como la estrutura de la señal de ontrol es denida mediante un tren de pulsos, lo más
natural es que se enuentren ilos limites en el espaio de estados. Los ambios oasionados
en la topología matemátia del ampo vetorial (onoido omo bifuraiones), produidos en
este aso por los ambios del kp (onstante proporional del ontrolador), serán los puntos de
referenia para dar onlusiones al respeto. Para esto, se realiza una apliaión de Poinaré
al sistema.
Esta apliaión o funión, relaiona las órbitas y la interseión de estas sobre una superie
denida π, la ual es un subespaio del espaio de estados asoiado.
Como la dinámia es periódiamente forzada, se sabe que la duraión del giro o la osilaión
ompleta del ilo limite, es lo que dura el ilo de la osilaión de la señal de ontrol, siempre
y uando la señal de ontrol no se haya saturado.
Por lo tanto, si se toman muestras ada T segundos en la variable de salida (lo que equivale
a apliar un mapa estrobosópio en la dinámia del sistema), indiretamente se estará
realizando una apliaión de Poinaré en la evoluión del mismo en el plano de fase, sin
neesidad de denir un subespaio(la superie π) y así denir el diagrama de bifuraión.
Los diagramas de bifuraión unidimensionales mostrados en las guras 3-6 y 3-7, se rea-
lizaron teniendo en uenta que las ondiiones iniiales se jan ontinuando la órbita (on-
siderando las ondiiones nales omo las iniiales del nuevo álulo). Los valores esogidos
para realizar las simulaiones son dados por la tabla 3-1.
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Figura 3-5.: Apliaión de Poinaré
Tabla 3-1.: Valores para el diagrama de bifuraión unidimensional
Desripión Valor
Muestras Ultimas 100
Tiempo simulaión 100 segundos
Freuenia (
1
T
) 10Hz
Limite inferior kp 0.9
Limite superior kp 1.8
Paso de kp 0.001
Referenia 1
Los dos diagramas de bifuraiones son neesarios para realizar el análisis, ya que se om-
plementan en informaión. El primer diagrama (gura 3-6), muestra la variable de estado
x1 tomada omo la salida del sistema ante ambios de kp. El segundo diagrama (gura 3-7),
muestra el omportamiento de la modulaión del anho de pulso d. Estos diagramas tienen
el propósito de ofreer mayor informaión aera de los ambios ualitativos que sufre el
sistema, que de otra manera serían difíiles de obtener.
De manera ualitativa se desribe lo que pasa en los diagramas de bifuraiones 3-6 y 3-7
mediante la tabla 3-2. Se observa que el sistema de ontrol presenta una orbita 1-T periódia
estable para valores de kp menores a 0.956 aproximadamente. Es por tanto reomendable
que la onstante proporional kp del ontrolador este situada en esta zona.
El sistema dado por las expresiones 3-1 y 3-2, presenta olisiones de borde uando el sistema
se satura, esto se evidenia en la gura 3-7. Por tanto hay posibilidad de existenia de
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bifuraiones no suaves.
Cuando hay olisión de borde desapareen periodiidades vistas en el sistema, pero se agregan
otras periodiidades omo la del sistema saturado a T y a ero.
Como se detalla en la gura 3-6, uando la ganania proporional del ontrolador kp sobre-
pasa el valor de 0.956 aproximadamente, el ontrolador no será apaz de proporionar en
anho de pulso d que lleve al sistema al omportamiento deseado. Ahora si se mueve el kp
haia 1.6, la ley de ontrol d arrojará todos los valores posibles de 0 a T en el PWM, esto
se detalla en la gura 3-7. Si se desplaza el kp más allá de 1.675, el sistema se vuelve muy
sensible frente a ambios pequeños en la salida; provoando saturaión al máximo posible y
al mínimo del anho del pulso. El inremento desmesurado de kp tendrá un efeto nulo si se
sobrepasa un kp determinado, aproximadamente un kp > 1.675.
Cuando el kp está en la veindad erana a 1.6, el sistema se halla en la zona de aos. A esta
región se le denomina aos de una sola banda, y según la variaión del kp en el sistema, resulta
de una apariión de aos instantáneo, puesto que de repente emerge una banda proveniente
de un onjunto de varias bandas aótias (ver gura 3-6 y tabla 3-2). A este ambio súbito,
se le denomina bifuraión tipo risis [25℄, de manera ualitativa este efeto ourre por la
unión o hoque de varios atratores aledaños.
Figura 3-6.: Diagrama de bifuraión odimensión 1 en la salida del sistema.
kp Tipo Comportamiento
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0.95 A0 Se enuentra un omportamiento 1-T periódio estable.
1.15 A1 Se enuentra un omportamiento 19-T periódio, de las uales
10 periodiidades no son saturadas, 4 saturadas a T y 5 a 0.
1.65 CP Comportamiento Cuasi periódio.
1.2 A1 Se enuentra un omportamiento 19-T periódio, de las uales
9 periodiidades no son saturadas, 5 saturadas a T y 5 a 0.
1.257 BBC0 Se presenta una bifuraión BORDER-COLLISION on saturaión en 0.
1.3 A1 Se enuentra un omportamiento 19-T periódio, de las uales
8 periodiidades no son saturadas, 5 saturadas a T y 6 a 0.
1.345 BBC1 Se presenta una bifuraión BORDER-COLLISION on saturaión en T.
1.385 A1 Se enuentra un omportamiento 19-T periódio, de las uales
7 periodiidades no son saturadas, 6 saturadas a T y 6 a 0.
1.422 BBC0 Se presenta una bifuraión BORDER-COLLISION on saturaión en 0.
1.45 A1 Se enuentra un omportamiento 19-T periódio, de las uales
6 periodiidades no son saturadas, 6 saturadas a T y 7 a 0.
1.466 BBC1 Se presenta una bifuraión BORDER-COLLISION on saturaión en T.
1.475 19CH Emergen 19 bandas aótias de las uales 6 no son saturadas.
1.488 BCr Se presenta una bifuraión tipo CRISIS.
1.493 10CH Emergen 11 bandas aótias de las uales 3 no son saturadas.
1.499 BBC Posible apariión de una bifuraión BORDER-COLLISION
on saturaión en T.
1.505 19CH Emergen 18 bandas aótias.
1.54 BCr Se presenta una bifuraión tipo CRISIS.
1.581 1CH Caos de una sola banda.
1.7 A2 Se enuentra un omportamiento 6-T periódio, de las uales
0 periodiidades no son saturadas, 3 saturadas a T y 3 a 0.
Tabla 3-2.: Desripión ualitativa por zonas del diagrama de bifuraión
Se apreia en las guras 3-8 y 3-9, omo el sistema evoluiona bajo régimen aótio. El
sistema de ontrol es situado en esta región, asignando a kp un valor de 1.6. Se puede notar
en la gura 3-8, que el sistema es muy sensible a pequeñas variaiones en las ondiiones
iniiales, además se veria que la dinámia se mueve en un volumen nito del espaio de
estados, estas son ondiiones ualitativas que determinan la existenia de aos. Es notorio
un desorden, y no se detallan otas que denan la amplitud superior e inferior de la respuesta
del sistema (gura 3-8), que se observarían omo un patrón denido en estado estable, de
una dinámia sin aos.
En la gura 3-10, se puede observar el omportamiento temporal de las variables de estado
en la zona de aos (kp = 1.6), se ve laramente que la variable x1 es la que se ontrola,
se enuentra osilando on media en 1, y el omportamiento dado por la derivada de esta
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Figura 3-7.: Diagrama de bifuraión odimensión 1 en la ley de ontrol.
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1
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1.1
1.15
1.2
Tiempo (seg)
x1
Condiciones Iniciales en (0,0)
Condiciones Iniciales en (0.001,0)
Figura 3-8.: Sensibilidad ondiiones iniiales on kp = 1.6
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Figura 3-9.: Comportamiento espaio de estados on kp = 1.6
variable de estado tiene media erana a ero.
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Figura 3-10.: Comportamiento temporal variables x1 y x2 on kp = 1.6
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3.3.2. Bifuraiones Dos-dimensionales
En esta subseión, se quiere observar el omportamiento ualitativo de una gran antidad
de sistemas lineales de orden dos (tomando los más representativos), ante ambios en la
onstante proporional kp. Para ello se debe generalizar los sistemas de orden dos, por
medio de un solo parámetro. Esto se hae reduiendo un grado de libertad, en la seleión de
los parámetros α1 y α2 de la expresión 3-22; por onsiguiente, se obtienen todos los sistemas
de orden dos variando un solo parámetro, omo es propuesto en el dominio del tiempo en la
tesis dotoral de F. Angulo [1℄. De la misma manera se realizará este proedimiento, pero en
el dominio de la freuenia y onsiste en lo siguiente:
Para que esto sea posible, lo primero que se debe haer es esalar el sistema en el tiempo,
lo que es equivalente a esalar en la freuenia. Por ejemplo, si se ontrae el tiempo, implia
expansión en la freuenia y vieversa. Se supone que el sistema es de orden dos y de grado
relativo dos. Por tanto la funión de transferenia posee la siguiente forma.
(
s2 + α2s+ α1
)
Y (s) = kU(s) (3-22)
Haiendo unos ajustes y re-aomodando los términos adeuadamente en la expresión 3-22,
se obtiene la siguiente relaión.
[(
s√
α1
)2
+
α2√
α1
(
s√
α1
)
+ 1
]
Y (s) =
k
α1
U(s) (3-23)
Con la expresión 3-23, se puede haer el siguiente ambio de variable ompleja r = r(s), y
denir la relaión de γ.
r =
s√
α1
, γ =
α2√
α1
(3-24)
Re-deniendo la relaión entrada-salida del sistema resulta.
(
r2 + γr + 1
)
Y (
√
α1r) =
k
α1
U (
√
α1r) (3-25)
Se detalla que al haer este ambio de variable, la funión de transferenia ontinúa invariable.
G(s) =
Y
(√
α1r
)
U
(√
α1r
) = 1
α1
k
(r2 + γr + 1)
(3-26)
Haiendo que la ganania del sistema sea k = α1, el sistema toma la forma que se requiere.
G(s) =
1
(r2 + γr + 1)
(3-27)
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Con este arreglo, una gran antidad de sistemas de orden dos quedan determinados por el
valor de γ. Este término se onvierte en el nuevo amortiguamiento relativo del sistema; la
parte sub-amortiguada ya no va de 0 a 1, sino de 0 a 2, y la sobre-amortiguada ya no va de
1 a ∞, sino de 2 a ∞, omo se apreia en la gura 3-11.
Figura 3-11.: Esala de γ, tipos de sistemas
Se observa que el sistema esta esalado en el tiempo, y su nueva variable es τ =
√
α1t
L
−1{Y (√α1r)} = 1√
α1
y
(
τ√
α1
)
(3-28)
Por lo tanto, el nuevo tiempo esalado toma lugar en la variable temporal τ . Con esto se
prepara el sistema para que sea denido por un solo parámetro γ, y on la variaión del
mismo, poder abarar gran antidad, de la variedad de sistemas de orden dos.
Hay que tener en uenta, que el esalamiento del tiempo debe tenerse presente en los paráme-
tros del ontrolador, y en la freuenia de onmutaión, para la realizaión de los diagramas
de bifuraión dos-dimensionales.
La tabla 3-3, resume los valores de los parámetros neesarios, para realizar las simulaio-
nes de los diagramas de bifuraión dos-dimensionales. Algunos de estos datos signian lo
siguiente: Max periodiidad, se reere a la máxima periodiidad enontrada en el diagrama
de bifuraiones; Conjunto de datos, son los últimos valores que se toman de la evoluión
de la salida, garantizando estado estable en la simulaión; el Error es la distania denida
entre las muestras, para que el proeso de lasiaión pueda disernir datos que perteneen
a ierta periodiidad.
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Tabla 3-3.: Valores para bifuraaiones odimensión 2
Desripión Valor
Max periodiidad 32
Conjunto datos 150
Iteraiones 7000
Tiempo simulaión 700 segundos
Freuenia en t 10Hz
Freuenia en τ 4.0824829046
Error 10−5
Rango kp 0− 12
Rango γ 0.01− 10
Paso de kp 0.03
Paso de γ 0.0175
Referenia 1
Con el sistema preparado y listo para realizar las simulaiones, se realizan los diagramas de
bifuraiones dos-dimensionales, mostrados en las guras 3-12, 3-13, 3-14, y 3-15; variando
dos parámetros, el kp (ganania proporional del ontrolador) y γ (el ual representa una
gran antidad de sistemas de orden dos).
Los diagramas 3-12 y 3-13, reejan el omportamiento del sistema bajo la freuenia real
de 10Hz, la ual es esalada según la expresión 3-28. Los diagramas se hiieron siguiendo la
órbita y no siguiéndola. Se observa más oherenia en los atratores siguiendo la órbita; por
su parte, el otro diagrama demuestra oexistenia de atratores.
Los diagramas 3-14, 3-15, reejan el omportamiento del sistema ante un ambio en la
freuenia, ahora f = 24.495 Hz. Los diagramas se hiieron siguiendo la órbita y no siguién-
dola. Se observa más oherenia en los atratores siguiendo la órbita; por su parte, el otro
diagrama demuestra oexistenia de atratores.
En los diagramas 3-12, 3-13, 3-14, y 3-15, muestran la periodiidad de las órbitas, depen-
diendo del tipo de sistema y la ganania utilizada en el ontrolador. El máximo de órbitas
identiadas para estos diagramas es 32. Por ejemplo, si se apreia la zona negra de 3-14,
se nota una región en la ual no se puede determinar el número de órbitas(sobrepasa 32). Se
intuye por lo tanto, que es una zona on alta probabilidad de presentar aos. La zona azul
es la región uno periódia, una región en donde es deseable que habite el ontrolador en su
modo de operaión.
Lo mas interesante de resatar on estos diagramas de bifuraiones, desde un punto de vista
prátio(debido a que el sistema por el momento es un sistema de prueba), es que se tiene un
mapa, una guía de sintonizaión para la onstante proporional del ontrolador, que puede
usar un ingeniero instrumentista. Cómo funiona?, se requiere garantizar que el ontrolador
este en la zona 1-T periódia, o la zona azul obsura en los diagramas 3-14, 3-15, 3-12
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Figura 3-12.: Diagrama de bifuraión f=10Hz, siguiendo la órbita
y 3-13; puesto que esta zona es lo más erano que hay a un punto de equilibrio, y no es
deseable que el sistema entre a otras zonas o a la zona aótia.
Sería muy perjudiial tener el atuador osilando errátiamente (zona de aos), posibilitando
que algún modo estrutural de resonania se ative y deteriore mas rápido el sistema.
3.4. Constante Proporional Kp
La estabilidad del sistema es muy rítia uando se adapta el d∗, y se resume ualitativamente
en las siguientes tres posibilidades.
Caso ideal: d∗ jo, implia estabilidad por realimentaión de la salida, es deir, por la
seleión de kp.
Caso hipotétio: d∗ varía en ada paso del ontrolador. Implia inestabilidad omo se
demuestra en la subseión 3.4.2.
Caso real: d∗ es adaptado en algún momento erano al estado estaionario. Implia la
ombinaión de las posibilidades pasadas, pero on mayor ponderaión en el aso ideal
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Figura 3-13.: Diagrama de bifuraión f=10Hz, sin seguir la órbita
(método 3 de estimaión).
3.4.1. Caso Ideal
En la ley de ontrol d = d∗+kp.e, el término d∗ es jo, está bien alulado y no se adapta (en
términos generales I' jo). Se asume además, que es automátiamente adeuado a la salida
deseada que se quiere obtener.
Para analizar de manera más intuitiva lo que ourre en este aso, se trabaja en el dominio
del tiempo ontinuo y la freuenia. Ahora kp se onvierte en Kp, y d∗ se onvierte en γd.ref .
Donde γd es denida en 3-29.
γd =
1
MeGˆ(0)
(3-29)
Apliando la ley de ontrol a un sistema lineal, se obtiene la funión de transferenia 3-30.
GT (s) =
y
ref
=
(kp+ γd)G(s)
1 + kpG(s)
(3-30)
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Figura 3-14.: Diagrama de bifuraión f=24.495Hz, siguiendo la órbita
Partiularizando a un sistema lineal de orden 2, y grado relativo 2. se obtiene 3-31.
GT (s) =
Kp+ γd
s2 + α1s+ α2 +Kp
(3-31)
Se observa que a freuenia ero, la ganania del sistema de ontrol es dada por 3-32, si y
solo si, el sistema dado por la expresión 3-31 es estable.
GT (0) =
Kp+ γd
Kp+ α2
(3-32)
La expresión 3-32 evidenia que el álulo de la ganania γd, solo estará limitada a la ganania
inversa de la planta a freuenia ero α2 =
1
G(0)
. Esto implia que si la estimaión es orreta,
la expresión 3-32 será igual a 1; logrando el objetivo del ontrolador, es deir, que la salida
siga la referenia.
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Figura 3-15.: Diagrama de bifuraión f=24.495Hz, sin seguir la órbita
Si se observa la dinámia, los polos del sistema estarán denidos úniamente, por la señal
realimentada (sea solo la salida, o todos los estados para generar más onsistenia en la
estabilidad). Además omo se observa en 3-31, la señal dada por el feedforward no afeta la
estabilidad.
Con los anteriores resultados se generaliza la idea para sistemas lineales de orden y grado
relativo n, mediante la expresión 3-33. La esenia de la ley de ontrol propuesta permanee
igual, lo únio que aumenta son los términos del feedbak (por la realimentaión de estados).
f(y, y˙, y¨, ..., y(n−1)︸ ︷︷ ︸
x
, y(n)) =
u︷ ︸︸ ︷
−KTx+ k1ref + γd.ref (3-33)
En la expresión 3-33, KT =
(
k1 · · · kn
)
es un vetor de gananias de re-alimentaión, y
f expresa la estrutura de la euaión diferenial lineal.
El término γd.ref es el equivalente en tiempo ontinuo del d
∗
. El término k1.ref es neesario
para que se umpla la relaión 3-34, de lo ontrario la estimaión tendrá que ser igual a γd =
an + k1. Esto implia que la estimaión tendría que haerse, tomando muestras en la salida
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del feedforward y en la salida del sistema, omo se observa en la gura 3-16; produiendo
ambigüedad en la manera en omo se han desarrollado los métodos de estimaión.
GT (0) =
k1 + γd
k1 + an
(3-34)
Figura 3-16.: Inoherenia en la estimaión, on términos faltantes en la ley de ontrol
3.4.2. Caso Hipotétio
Para analizar de manera más intuitiva lo que ourre en este aso, se trabaja en el dominio
del tiempo disreto. Para ello, se utiliza la disretizaión induida por PWM dada en la
expresión 3-13. Además se toma un aso partiular para evaluar la dinámia, es deir, un
sistema de ontrol dado y un objetivo de ontrol espeio.
En la ley de ontrol d = d∗+kp.e, el d∗ se ajusta en ada instante de reloj T , bajo la expresión
de adaptaión dada por 2-5. La ley de ontrol, bajo las ondiiones antes menionadas, y
ajustada apropiadamente a un sistema dado, puede ser estabilizante o inestabilizante, para
los sistemas lineales de orden 2 a apliar.
Por lo tanto, la hipótesis planteada es la siguiente: el sistema entrará en una dinámia, en
donde no enontrará estabilizaión, si la atualizaión del d∗ se realiza en ada periodo de
reloj T , bajo la expresión de adaptaión dada en 2-5.
Para omprobar la hipótesis anterior, solo basta on que una prueba de estabilidad falle en
un sistema de ontrol dado. Puesto que proporiona una medida suiente, para disernir
que la estimaión ontinua en el ontrolador, bajo las ondiiones previamente estableidas,
no es estabilizante en general.
Para realizar la prueba de estabilidad en un sistema dado, se requiere denir el sistema de
ontrol ompletamente, es deir, se dene la ley de ontrol omo un estado más en el sistema
PWM disreto 3-13.
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En el proedimiento se utiliza la ley de estimaión Gˆk(0) =
x1k
uk
, estableida en el método 2
(ver subseión 2.3.2).
Asumiendo adaptaión onstante, es deir, ada T segundos. Se obtiene la expresión 3-35.
dk+1 = d
∗
k+1 + kp.(ref − x1k) (3-35)
En donde:
d∗k+1 =
ref.T
Me.Gˆk(0)
=
ref.T
Me
.
uk
x1k
=
ref.T
Me
.
dk.Me
T.x1k
= ref.
dk
x1k
(3-36)
Por lo tanto la ley de ontrol queda denida en la expresión 3-37
dk+1 = ref.
dk
x1k
+ kp.(ref − x1k) (3-37)
El sistema ompleto es dado mediante la expresión 3-38.
xk+1 =e
ATxk + (e
AT − I)A−1bM − (eA(T−dk) − I)A−1bM (3-38)
dk+1 = ref.
dk
x1k︸ ︷︷ ︸
d∗
+kp.(ref − x1k) (3-39)
Ahora se partiulariza el sistema ompleto dado por la expresión 3-38; tomando el sistema
disreto por PWM dado en la expresión 3-15, y luego deniendo ref = 1, kp = 0.05 y
T = 0.1 segundos.
Por lo tanto se espera que en estado estable x1k = 1 y dk =
0.1
2
= 0.05, puesto que el rango
dinámio de la salida del sistema varía entre 0 y 2.

 x1k+1x2k+1
dk+1

 =

 0.97455x1k + 0.07791x2k − 1.94911− 2.96327.e
3dk + 4.91238.e2dk
−0.46747x1k + 0.58499x2k + 0.93495 + 8.88981.e3dk − 9.82476.e2dk
−0.05x1k + dkx1k + 0.05


(3-40)
Para ontinuar on la prueba de estabilidad, se denen los puntos jos, el jaobiano, y se
utiliza el método de linealizaión por Lyapunov [3℄, en el sistema disreto 3-40.
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Los puntos jos del sistema dado en la expresión 3-40, son los vetores de estado denidos
omo: X =
(
x1k x2k dk
)T
, que umplen on la siguiente ondiión 3-41.
X∗ = P (X∗) (3-41)
Donde P es el sistema disreto, y X∗ los puntos jos.
Apliando la ondiión 3-41 en el sistema disreto 3-40, se enuentran los puntos jos, y son
mostrados en la tabla 3-5.
Tabla 3-4.: Puntos jos
Punto jo x1k x2k dk
X∗1 1 -0.1494098272 0.05000776786
X∗2 1 79.29586227 0.6977205939
El jaobiano del sistema es denido omo:
DP (X) =


∂P1
∂x1k
∂P1
∂x2k
∂P1
∂dk
∂P2
∂x1k
∂P2
∂x2k
∂P2
∂dk
∂P3
∂x1k
∂P3
∂x2k
∂P3
∂dk

 (3-42)
Apliando el jaobiano 3-42 al sistema disreto 3-40, resulta 3-43.
DP (X) =

 0.974555818 0.0779125324 −8.889818649e
3dk + 9.824769038e2dk
−0.467475195 0.584993156 26.66945594e3dk − 19.64953807e2dk
−0.05 − dk
x2
1k
0 1
x1k

 (3-43)
Ahora se evalúa el jaobiano 3-43 para los puntos jos X∗1 y X
∗
2 , resultando en la linealizaión
del sistema disreto 3-40 alrededor de los puntos jos.
El punto jo más importante para analizar es X∗1 , puesto que el objetivo de ontrol es
onduir al sistema para que x1k = 1. Esto se tradue en la ley de ontrol omo un dk = 0.05.
Para el primer punto jo, el jaobiano asoiado es el siguiente.
DP (X∗1) =

 0.974555818 0.0779125324 0.52948130−0.467475195 0.584993156 9.26977382
−0.1000077679 0 1


(3-44)
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Cuyos multipliadores araterístios son:
λ1,2,3 =


1.06045807441764772 + 0.405163062242535010i
1.06045807441764772− 0.0405163062242535010i
0.438632825164705254

 (3-45)
Para el segundo punto jo, el jaobiano asoiado es el siguiente.
DP (X∗2) =

 0.974555818 0.0779125324 −32.44085036−0.467475195 0.584993156 136.9827380
−0.7477205939 0 1


(3-46)
Cuyos multipliadores araterístios son:
λ1,2,3 =


5.74943527514661668
−4.10380964640276780
0.913923345256128839

 (3-47)
Se observa que el sistema es inestable, puesto que para ada punto jo, la magnitud de al
menos un multipliador araterístio es mayor a uno.
Por lo tanto, la estimaión y adaptaión ontinua no posee araterístias estabilizantes. Se
demuestra que este meanismo, inestabiliza al sistema de ontrol.
3.4.3. Caso Real
El aso real es la ombinaión entre el aso ideal y el hipotétio, on más ponderaión en el
aso ideal. En otras palabras, se puede ver omo un aso ideal; adiionando la estimaión y
adaptaión del término I', solo uando la evoluión del sistema se enuentra era del estado
estaionario, y de otras ondiiones neesarias (ver terer método de estimaión, detallado
en la subseión 2.3.3).
En el aso ideal, la estabilidad es denida por la onstante proporional kp. De igual manera
esta armaión puede extrapolarse al aso real, y así denir en su mayor parte la dinámia
del transitorio.
Por tanto, lo que hae el d∗ o el término I', es no alterar la estrutura del sistema, solo darle
la energía neesaria para onseguir un e = 0 en estado estaionario.
Estas ideas tienen una impliaión muy importante, y es en la optimizaión del sistema de
ontrol, puesto que la dinámia del transitorio en su mayor parte, queda denida por la
onstante proporional kp.
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La optimizaión se dene onsiderando el planteamiento del aso ideal, donde el término I'
del ontrolador(feedforward) es jo, y el sistema de ontrol es denido en la freuenia según
la expresión 3-31.
El método usado para la optimizaión, es basado en el regulador uadrátio lineal, onoido
omo LQR [22℄, el ual posee la ventaja de proporionar estabilidad en el sistema de ontrol,
si la planta es ontrolable.
En el dominio del tiempo ontinuo, el sistema de ontrol es denido mediante la expre-
sión 3-48, así.
y¨ + 5y˙ + (6 + kp)y = (kp+ γd)r (3-48)
Donde r = r(t) es denido omo una funión esalón de amplitud a, denida en t > 0. Se
asume γd = 6 suponiendo que la estimaión se hizo perfetamente (aso ideal).
Realizando el siguiente ambio de variables, e = r − y, e˙ = r˙ − y˙, e¨ = r¨ − y¨, y onsiderando
r˙(0+) = 0, y r¨(0+) = 0. Se obtiene la expresión 3-49.
e¨+ 5e˙ + (6 + kp)e = 0 (3-49)
Por simpliidad se ambia la notaión del error e por la letra x. Se dene x1 := e, y x2 := e˙.
Se lleva la euaión diferenial 3-49 al espaio de estados, y el ampo vetorial resultante
x˙ = Aex es detallado en 3-50.
(
x˙1
x˙2
)
=
(
0 1
−(kp+ 6) −5
)
︸ ︷︷ ︸
Ae
(
x1
x2
)
(3-50)
Lo que se quiere minimizar, es la penalizaión inurrida por el error en el sistema. Por lo
tanto, se pretende enontrar una ley de ontrol u(x) = ref.γd+kp.x1, que minimie el indie
de desempeño 3-51. Esto es denido en el siguiente funional.
J(x0, u(x)) =
∞∫
0+
(
e2 + βe˙2
)
dt =
∞∫
0+
(
x21 + βx
2
2
)
dt (3-51)
El funional es denido omo.
J : ζ(I)× R2 −→ R
(u(x), x0) 7→ J(u(x), x0)
(3-52)
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En donde ζ(I) es el espaio de funiones denidas en el intervalo real I, es deir, donde se
albergan todas las leyes de ontrol posibles según el esquema de ontrol u(x) = ref.γd+kp.x1.
En este aso I es un intervalo de tiempo.
El problema de optimizaión queda denido omo.
J∗(x0) = J(x0, u
∗) = mı´n
u∈ζ
∞∫
0+
(
x21 + βx
2
2
)
dt (3-53)
En donde x0 = x(0+) es la ondiión iniial del sistema, u
∗
es la ley de ontrol optima, J∗ es
el valor mínimo del funional, y β > 0 es un peso que se le da a la derivada del error. Para
la optimizaión del funional 3-53, se le da un peso a la derivada del error, β = 0.1.
Esribiendo el funional de forma matriial se obtiene.
J =
∞∫
0+
xTQxdt, Q =
(
1 0
0 β
)
︸ ︷︷ ︸
Matriz hermitiana
(3-54)
Hallando la primitiva de la integral, resulta.
− d
dt
xTPx = xTQx (3-55)
Apliando 3-55, al funional 3-54, resulta.
J =
∞∫
0+
− d
dt
xTPxdt = x(0+)
TPx(0+)− x(∞)TPx(∞)︸ ︷︷ ︸
=0
(3-56)
Lo interesante de este método es que permite transformar una optimizaión de un espaio
vetorial de dimensión innita, a uno de dimensión nita, es deir, se paso de busar una
funión u(x), a un parámetro kp.
Por lo tanto, el funional queda denido omo un ampo esalar.
J = x(0+)
TPx(0+) (3-57)
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El término de la expresión 3-56 tiende a ero, si y solo si 3-50 es estable, o la funión de
lyapunov generada por 3-55, tiene soluión únia y es positiva denida P . Esto es denido
en la expresión 3-58.
ATe P + PAe = −Q (3-58)
La soluión de la expresión 3-58 es.
P =
(
0.01(346+22kp+kp2)
kp+6
0.5
kp+6
0.5
kp+6
0.01(16+kp)
kp+6
)
(3-59)
Se asume ondiiones iniiales dadas de la siguiente forma.
x0 =
(
e0 0
)T
, donde e0 ∈ [0, 2] (3-60)
La restriión dada en la expresión 3-60, se hae para que la optimizaión no dependa de la
ondiión iniial. Además se aota e0 a este intervalo, on el n de obtener onsistenia en
el error máximo que puede presentarse en el sistema de prueba 3-1.
Reemplazando las expresiones 3-60, y 3-59 en 3-57, se dene el ampo esalar J en la expre-
sión 3-61.
J = 0.01e20
(346 + 22kp+ kp2)
kp+ 6
(3-61)
Ahora la optimizaión es enontrar los máximos y los mínimos del ampo esalar dado
por 3-61. Para ello se requiere.
∂J
∂kp
= 0 (3-62)
0.01e20
(22 + 2kp)
kp+ 6
− 0.01e20
(346 + 22kp+ kp2)
(kp + 6)2
= 0 (3-63)
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Cuyos puntos rítios son kp = 9.811388301 y kp = −21.81138830. Se observa que para
el onjunto de ondiiones iniiales dadas en 3-60, la optimizaión no dependerá de las
ondiiones iniiales esogidas x0. Esto se evidenia en 3-63.
Para kp = −21.81138830, la soluión 3-59 pierde la alidad de ser positiva denida, por lo
tanto no ofree una soluión estable.
Para kp = 9.811388301, la soluión 3-59 es positiva denida. Esoger este valor de kp permite
minimizar el funional, y dene la ley de ontrol u óptima.
Como el ontrolador es denido en el tiempo disreto, y la ganania kp es hallada en el
tiempo ontinuo, se usa la tabla dada en 2-1 para onvertirla al tiempo disreto.
Por otra parte, la onstante proporional kp del ontrol PI', también puede ajustarse si-
guiendo las reglas desarrolladas por Ziegler-Nihols [22℄, y es dada en la tabla 3-5.
Tabla 3-5.: Ziegler-Nihols para Control P
Constante Lazo abierto Lazo errado
kp τa
θ
0.5ku
En done θ es el tiempo muerto aparente del sistema, τa la onstante de tiempo aparente del
sistema, y ku es la ganania última, que lleva al sistema al borde de la estabilidad.
3.5. Conlusiones Pariales
Se puede deir que siendo el sistema aparentemente tan simple, se pueden enontrar
allí dinámias muy extrañas. Es algo que no es nuevo, fue uno de los prinipales des-
ubrimientos (en la teoría de sistemas dinámios), enontrar que para sistemas muy
simples se enuentran onjuntos invariantes extremadamente omplejos .
Con la ayuda de los diagramas de bifuraiones, se puede tener un rango más amplio de
visión, aera de ómo el sistema se omporta. Es muy deseable tener esta informaión
para poder re-alimentar, y tomar medidas respetivas aera de los fenómenos que
ourran en un sistema, o de ualquier sistema que se esté estudiando.
En el diagrama de bifuraión 3-7, se evidenia que uando se varía el parámetro kp,
la dinámia del sistema entra en desorden, luego se ordena en órbitas periódias, para
luego volver a desordenarse; entrando en una banda aótia. Si se ubia el parámetro en
esta banda, el ontrolador tomará probablemente, todos los valores posibles del ilo de
trabajo denido en el intervalo de [0, T ], y no el valor neesario en estado estaionario
para regular sin dinámias extrañas.
La dinámia de los sistemas puede volverse muy sensible frente a los ambios en sus
parámetros, si se enuentran era de sus valores de bifuraión. Es deseable que exista
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un ompromiso entre la posibilidad de presentarse una bifuraión, y el desempeño que
se espera tanto en estado estable omo en el transitorio. Un diagrama de bifuraión
es una soluión para adeuar la dinámia del sistema, y alejarlo de esa posibilidad.
Matemátiamente se pueden enontrar diferentes representaiones del sistema ontro-
lado, uando la señal de ontrol es denida mediante una modulaión dada. Mediante
un arreglo matemátio, es posible onvertir el sistema disreto dado por PWM, de
una entrada a dos entradas. Cada una de esas representaiones se haen equivalentes
uando la freuenia se hae innito simulando un sistema en tiempo ontinuo.
Al permitirle solo a la parte proporional del ontrolador denir la dinámia, el proeso
de optimizaión en lazo abierto del sistema se hae omputaionalmente más senillo
(solo se alula el kp), y puede generarse una expresión la ual abarque la optimiza-
ión de gran parte de todos los sistemas de orden dos; optimizando la expresión dada
por 3-27.
Es una ventaja saber que on solo la seleión adeuada de la onstante proporional
kp, se puede minimizar la penalizaión en la que inurra el error. A diferenia del
ontrol PI que neesita la optimizaión de dos onstantes, o del ontrol P, el ual
minimiza el error intrínseo en el, solo aumentando su onstante kp a expensas de su
inestabilizaión.
El diseño de la ténia de ontrol abre de manera natural las puertas para la extensión,
apliaión, e investigaión en sistemas lineales de orden superior, omo se pudo evi-
deniar en la subseión para hallar la onstante proporional del ontrolador, además
de los sistemas de estrutura variable.
4. Apliaión Experimental de la
Ténia PI'
En este apítulo se detalla la primera fase experimental en la validaión de la ténia pro-
puesta PI', apliada a un onvertidor eletrónio de potenia buk. Como la ténia diseñada
es formulada para los sistemas lineales invariantes en el tiempo, se debe garantizar el modo
de onduión ontinua en el onvertidor, y así asegurar una dinámia muy pareida a la
lineal en el rango no saturado.
El prototipo utilizado proviene del desarrollo experimental heho por un estudiante de do-
torado, de los grupos de investigaión PCI, ABC Dynamis y GRED&P de la Universidad
Naional de Colombia sede Manizales. El ontrolador es implementado bajo un sistema in-
tegrado dspae, el ual provee una tarjeta de desarrollo on la referenia DS1104R&D, y un
software llamado Control Desk para manipulaión en tiempo real de la informaión reibida
por la tarjeta. Para mayor informaión aera del hardware usado, véase las referenia [38℄.
4.1. Preliminares
Los parámetros utilizados en el experimento y la simulaión son dados en la tabla 4-1, y son
esogidos para garantizar el modo de onduión ontinua en el onvertidor.
Figura 4-1.: Convertidor redutor buk
El tipo de modulaión utilizada es PWMC (modulaión de amplitud de pulso entrada),
puesto que en la implementaión dada por PWML (modulaión on la que se ha venido
trabajando), la medida se toma uando la señal de ontrol onmuta, y es aquí donde apareen
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Tabla 4-1.: Parámetros utilizados en el onvertidor
Parámetro Valor
R: Resistenia de arga 20Ω
C: Capaitania 46.27 µF
L: Indutania 25 mH
rS: Resistenia interna de la fuente 0.3887Ω
rM: Resitenia de onduión del MOSFET 0.3Ω
rMed: Resistenia de medida de orriente 1.007Ω
rL: Resistenia interna del indutor 0.338Ω
E: Voltaje de entrada 40.086 V
F: Freuenia de onmutaión 10 kHz
Fs: Freuenia de muestreo 10 kHz
transitorios indeseados omo pios de voltaje. Lo anterior implia que la muestra tomada
según la onmutaión, es alterada de alguna forma (ver gura 4-2).
Figura 4-2.: Tipos de modulaión PWM
Apliar el ontrolador PI' al sistema, no es del todo direto. Resulta que modiar la di-
námia del onvertidor mediante la aión proporional, no suministra un gran onjunto de
alternativas, esto se apreia en la gura 4-3.
Si se aproxima el modelo matemátio del onvertidor buk sin onsiderar las perdidas, se
puede onluir aera de la seleión del parámetro kp.
El modelo matemátio es dado por la expresión 4-1, siempre y uando el modo de onduión
ontinua este presente en el onvertidor.
(
dvC
dt
diL
dt
)
=
( − 1
RC
1
C
− 1
L
0
)(
vC
iL
)
+
(
0
Vin
L
)
u, u ∈ {0, 1} (4-1)
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El sistema presenta un omportamiento disreto, puesto que el esquema de modulaión es
dado por PWM. Para ontinuar on el análisis, es neesario una aproximaión en tiempo
disreto del sistema 4-1, para ello la alimentaión del onvertidor debe ser el promedio del
ilo de osilaión u(t), multipliado por el valor de la fuente Vin.
Apliando la aproximaión de Tustin al sistema dado por la expresión 4-1, y utilizando los
parámetros dados en la tabla 4-1, se obtiene la funión de transferenia disreta 4-2.
G(z) =
0.08203z2 + 0.1641z + 0.08203
z2 − 1.89z + 0.8977 (4-2)
Con el sistema disreto denido por la expresión 4-2, se puede ilustrar el rango de dinámias
que puede presentar el onvertidor, a medida que la aión proporional del ontrolador
varía, mediante el lugar geométrio de las raíes(ver gura 4-3).
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Figura 4-3.: Lugar geométrio de las raíes para el onvertidor buk
Como se observa en la gura 4-3, el aumento de la ganania kp indue más osilaión en
el sistema, puesto que para mantener una atenuaión σ onstante, es neesario disminuir el
fator de amortiguamiento relativo ζ , en la medida que la freuenia natural wn se inre-
menta.
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La variaión del kp no proporiona los medios para inrementar la veloidad de respuesta en
el sistema, puesto que mantiene una atenuaión σ onstante, desde kp = 0 hasta kp =∞.
Como onseuenia del lugar geométrio de las raíes 4-3, la optimizaión del kp respeto a
un funional dependiente del error no tiene sentido en este onvertidor. Es evidente que al
aumentar kp, las osilaiones estarán presentes y serán de mayor intensidad; por lo tanto, el
kp óptimo para este sistema será un kp = 0. Sin embargo, la aión proporional mantiene
su funión de agilizar la adaptaión en el sistema.
Debido a esta irunstania, la aproximaión desarrollada para a0 dada en la expresión 2-38,
no es apliable para este onvertidor, puesto que el τcr se presenta uando kp =∞ según el
lugar geométrio de las raíes mostrado en la gura 4-3.
Por lo tanto, otra estrategia debe ser utilizada para hallar a0, y la mas intuitiva es de
forma manual. Esto es, observando la evoluión de la ondiión de estimaión, la ual es una
aproximaión de la derivada de la salida, y esogiendo un valor apropiado sobre el ual se
realizen las estimaiónes.
Esto se dene de la siguiente manera:
El método para hallar la ota a0 fallo por no onoer τcr (ver expresión 2-38), por lo tanto, la
únia soluión es hallar diretamente la pendiente a, a partir de una prueba en lazo abierto.
Esto se realiza exitando al sistema on un ilo de trabajo jo, en este aso del 50%, luego
se proede a observar la tasa de ambio de la salida del sistema (pendiente), on el n
de onoer bajo que valor se implementará mejor la ondiión de estimaión 2-27. Esoger
un ilo de trabajo del 50% o de ualquier otro valor es indiferente, puesto que el sistema
presentará el mismo patrón de ambio por ser un sistema lineal.
Reordar que entre más pequeña sea a, más erano el sistema estará en el estado estable.
Lo importante en la seleión de a, es asegurar que la dinámia de la pendiente del sistema
atraviese el valor de a dereiendo, por lo menos más de una vez. Estos rues aseguran
las ondiiones para realizar la estimaión. En otras palabras, los rues dereiendo en la
dinámia, son los anos de subida de la señal Tramo (ver expresión 2-28).
Lo anterior se resume la gura 4-4, y la pendiente a es seleionada on un valor de 0.03.
Esta pendiente es utilizada en las simulaiones y en los resultados experimentales.
La onstante kp seleionada es de 0.4, y transformada para utilizarse on PWM es de
0.01T (ver tabla de transformaión 2-1). Este valor fue esogido para agilizar el proeso de
adaptaión, y no se inrementa más, para no orrer el riesgo de saturar al sistema de ontrol,
y de induir mayor osilaión omo se apreia en la gura 4-3.
4.2. Resultados vía Simulaión
Las simulaiones para este onvertidor se realizaron en simulink, puesto que proporiona
una mejor aproximaión del sistema real, y failita el prototipado rápido en una tarjeta de
desarrollo.
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Figura 4-4.: Seleión de la pendiente a vía manual
En la evaluaión se tuvieron en uenta las resistenias internas del onvertidor, un perio-
do de atraso estimado T que impone la tarjeta para su funionamiento, y los efetos de
uantizaión, 10 bits para la señal de ontrol y 12 bits para tomar la muestra.
El sistema de ontrol se apreia en la gura 4-5.
Figura 4-5.: Controlador PI' apliado al onvertidor buk en simulink
En las simulaiones dadas por las guras 4-6, 4-7, 4-8, 4-9, 4-10, y 4-11, se ilustra el
desempeño para los dos tipos de modulaión PWML y PWMC. Se observa que el esquema
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de modulaión PWMC indue menos amortiguaión que PWML, debido al atraso del mismo.
Sin embargo, proporiona menos inonvenientes en su apliaión real.
Las guras 4-6 y 4-7 presentan la evoluión del onvertidor buk uando se impone seguir
una referenia de 32 voltios. Se presenta un buen desempeño y un error de regulaión en
estado estable muy erano al 0%.
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Figura 4-6.: Simulaión para una referenia de 32 voltios
Las guras 4-8 y 4-9 presentan la evoluión del onvertidor buk uando se impone seguir
una referenia de 20 voltios. Se presenta un buen desempeño y un error de regulaión en
estado estable muy erano al 0%.
Para las guras 4-10 y 4-11, se presenta el desempeño del ontrolador PI' frente un ambio
de arga de 20Ω a 13.333Ω. Esta perturbaión suede a los 0.01 segundos, y se realiza
ubiando en paralelo una resistenia de 40Ω on la salida del onvertidor. Se presenta un
buen desempeño y un error de regulaión en estado estable muy erano a 0%.
4.3. Resultados Experimentales
Los siguientes experimentos son realizados, usando el esquema de modulaión PWMC.
Las guras 4-12 y 4-13 presentan la evoluión del onvertidor buk uando se impone seguir
una referenia de 32 voltios. Se presenta un buen desempeño y un error de regulaión en
estado estable muy erano al 0%. Sin embargo la evoluión es más rápida que la versión
simulada; indiando que el sistema real posee mayor atenuaión σ que su ontraparte.
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Figura 4-7.: Simulaión para una referenia de 32 voltios
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Figura 4-8.: Simulaión para una referenia de 20 voltios
Las guras 4-14 y 4-15 presentan la evoluión del onvertidor buk uando se impone seguir
una referenia de 20 voltios. El bulto agregado en el transitorio es debido a la estimaión
realizada en el valor máximo de Vc. Se presenta un buen desempeño y un error de regulaión
en estado estable muy erano al 0%.
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Figura 4-9.: Simulaión para una referenia de 20 voltios
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Figura 4-10.: Simulaión ante ambios de arga R
Para las guras 4-16 y 4-17, se presenta un ambio de arga de 25Ω a 20Ω. Esta perturbaión
suede entre los 2.7 y los 2.75 segundos. En el transitorio se presentan unas osilaiones
indeseadas, puesto que no se dispuso de un meanismo adeuado para onmutar las argas.
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Figura 4-11.: Simulaión ante ambios de arga R
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Figura 4-12.: Resultado experimental para una referenia de 32 voltios
En general, se presenta un buen desempeño en estado estable y un error de regulaión muy
erano a 0%.
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Figura 4-13.: Resultado experimental para una referenia de 32 voltios
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Figura 4-14.: Resultado experimental para una referenia de 20 voltios
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Figura 4-15.: Resultado experimental para una referenia de 20 voltios
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Figura 4-16.: Resultado experimental ante ambios de arga R
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Figura 4-17.: Resultado experimental ante ambios de arga R
5. Contribuiones y Trabajo Futuro
5.1. Contribuiones
Se diseña una nueva ténia de ontrol alternativa a la ténia de ontrol PI. Esta
ténia desarrollada es fáil de implementar y senilla de manipular. Simula la aión
del ontrol PI on mejores prestaiones (produe araterístias antiwindup), y tiende a
no inestabilizar el sistema. Esta ténia pretende preservar las araterístias del ontrol
PI; teniendo en uenta la idea de su funionamiento. Este desarrollo tiene potenial
apliaión industrial, omo ontribuión en mejorar el desempeño de los sistemas de
produión en Colombia, para pequeñas y medianas industrias.
Como impato en la omunidad ientía, se espera aportar en el desarrollo y mejora-
miento de las ténias de ontrol de uso industrial, utilizados en sistemas lineales de
segundo orden, y que a nivel industrial se presenten las metodologías neesarias para
que los ingenieros y los ténios tomen esta alternativa para ontrolar sistemas lineales
de segundo orden.
A través de los diagramas de bifuraión dos-dimensionales, se desarrolla un primer
mapa de sintonizaión para el ontrolador, apliado a todos los sistemas lineales de
orden dos. Esta guía de sintonizaión, ofree en primera instania las restriiones
paramétrias que deben tomarse en uenta, para asegurar que el sistema se estableza
en la zona 1-T periódia; evitando que el sistema entre en alguna zona de aos y
deteriore la vida útil del mismo.
Se demuestra la relaión que existe entre las dos disretizaiones induidas en el siste-
ma, uando se implementa físiamente la ténia de ontrol vía PWM y PAM. Estas
disretizaiones son importantes, puesto que proporionan un maro de referenia,
para evaluar la dinámia del sistema; empleando la teoría de sistemas dinámios. Ade-
más permite visualizar el sistema de ontrol desde diferentes aproximaiones; siendo
diferentes los sistemas resultantes, pero bajo ierta ondiión, los sistemas se haen
equivalentes.
Se desarrollan varios métodos para realizar la estimaión de la ganania del sistema
a freuenia ero. Cada uno de ellos presenta sus propias araterístias. El primero
de ellos relaiona la salida del sistema on la referenia, y presenta aumulaión de
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energía. El segundo relaiona la salida del ontrolador on la salida del sistema. El
terer método es una mejora que se le hae tanto al primer omo al segundo método,
introduiendo una ondiión neesaria para poder haer la estimaión. Estos métodos
son el núleo del funionamiento de la ténia de ontrol propuesta.
5.2. Trabajo Futuro
Como trabajo futuro se tienen los siguientes puntos.
Realizar una validaión experimental más profunda de la ténia PI', utilizando en-
tornos de desarrollo que permitan mayor ontrol sobre los fenómenos involurados,
omo es el aso de dispositivos FPGA y DSP. Iniialmente, experimentando on el
onvertidor buk, y luego empleando un motor DC.
El problema de estimaión del G(0) no se erró uando se estableió el terer método.
Quedan puntos importantes por mejorar, omo el meanismo para hallar a0, puesto que
la estrategia desarrollada para el álulo de este parámetro, proporiona limitaiones
según el sistema que se seleione. Esta limitaión esta en el τcr, debido a que no todos
los sistemas lo poseen, por lo tanto el ampo de apliabilidad de la estrategia se ve
reduido. Sin embargo, a0 sigue siendo una ota, y su impreisión no es muy rítia.
Considerando el ruido que se presenta en la unidad de mediión de un sistema de on-
trol, y teniendo en uenta que el método 3 de estimaión no está desarrollado para
lidiar on estas perturbaiones, un mejor método será neesario. Una soluión es desa-
rrollar una ténia basada en el método direto de Lyapunov, puesto que proporiona
informaión oherente aera del estado de un sistema pese a sus perturbaiones.
Por lo tanto, ontinuando on estas ideas y utilizando las araterístias proporionadas
por el método 3, la ondiión de estimaión se reemplazaría por la región aotada del
espaio de estados, y denida por la urva de nivel según la funión de energía de
Lyapunov.
Este posible método, traería onsigo algunas ventajas, por un lado, aseguraría que el
sistema solo realie la estimaión uando este erano al estado estable, y por otro
lado, si la mediión ontiene ruido, no afetaría la deisión de tomar la muestra. Esto
es debido a que la deisión no estaría heha sobre una pendiente entre muestras, sino
sobre una funión de energía del sistema.
Queda abierto además el problema de ómo adaptar kp uando sueda un ambio en
la dinámia, pero onsiderando la versatilidad del PI en uanto a su failidad de uso,
implementaión y ajuste. Una opión es mediante la programaión dinámia, área de
las matemátias que ha heho grandes ontribuiones a la teoría de optimizaión y el
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ontrol óptimo. Esta puede ser una manera de adeuar al ontrol PI o PI', a los nuevos
retos que la teoría de ontrol automátio afronta hoy en día.
Continuar on la investigaión de la ténia propuesta PI', para posibilitar su exten-
sión a sistemas de estrutura variable, y posiblemente en sistemas no-lineales. Es muy
importante abordar estos sistemas, espeíamente las maquinas elétrias, puesto que
la transformaión energétia que ourre en el mundo, maniesta una reto por mejorar
el desempeño energétio de estas maquinas.
A. Anexo: Optimizaión PI
El método usado para la optimizaión, es basado en el regulador uadrátio lineal, onoido
omo LQR [22℄, el ual posee la ventaja de proporionar estabilidad en el sistema de ontrol,
si la planta es ontrolable.
En el dominio del tiempo ontinuo, el sistema de ontrol es denido mediante la expre-
sión A-1, así.
...
y + 5y¨ + (6 + kp)y˙ + ki.kp.y = kp.r˙ + ki.kp.r (A-1)
Donde r = r(t) es denido omo una funión esalón de amplitud a, denida en t > 0.
Realizando el siguiente ambio de variables, e = r − y, e˙ = r˙ − y˙, e¨ = r¨ − y¨,...e = ...r − ...y , y
onsiderando r˙(0+) = 0, r¨(0+) = 0, y
...
r (0+) = 0. Se obtiene la expresión A-2.
...
e + 5e¨+ (6 + kp)e˙+ kp.ki.e = 0 (A-2)
Por simpliidad se ambia la notaión del error e por la letra x. Se dene x1 := e, x2 := e˙, y
x3 := e¨.
Se lleva la euaión diferenial A-2 al espaio de estados, y el ampo vetorial resultante
x˙ = Aeix, es detallado en A-3.

 x˙1x˙2
x˙3

 =

 0 1 00 0 1
−kp.ki −(6 + kp) −5


︸ ︷︷ ︸
Aei

 x1x2
x3


(A-3)
Lo que se quiere minimizar, es la penalizaión inurrida por el error en el sistema. Por lo
tanto, se pretende enontrar una ley de ontrol u(x) = ki.kp
∫
x1dt+ kp.x1, que minimie el
indie de desempeño A-4. Esto es denido en el siguiente funional.
J(x0, u(x)) =
∞∫
0+
(
e2 + αe˙2 + βe¨2
)
dt =
∞∫
0+
(
x21 + αx
2
2 + βx
2
3
)
dt (A-4)
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El funional es denido omo.
J : ζ(I)× R2 −→ R
(u(x), x0) 7→ J(u(x), x0)
(A-5)
En donde ζ(I) es el espaio de funiones denidas en el intervalo real I, es deir, donde se
albergan todas las leyes de ontrol posibles según el esquema de ontrol u(x) = ki.kp
∫
x1dt+
kp.x1. En este aso I es un intervalo de tiempo.
El problema de optimizaión queda denido omo.
J∗(x0) = J(x0, u
∗) = mı´n
u∈ζ
∞∫
0+
(
x21 + αx
2
2 + βx
2
3
)
dt (A-6)
En donde x0 = x(0+) es la ondiión iniial del sistema, u
∗
es la ley de ontrol optima, J∗ es
el valor mínimo del funional. α > 0 y β > 0, son pesos que se le dan a la rapidez del error
y a la aeleraión del error. Para la optimizaión del funional A-6, se denen los siguientes
pesos, α = 0.1 y β = 0.1.
Esribiendo el funional de forma matriial se obtiene.
J =
∞∫
0+
xTQxdt, Q =

 1 0 00 α 0
0 0 β


︸ ︷︷ ︸
Matriz Hermitiana
(A-7)
Hallando la primitiva de la integral, resulta.
− d
dt
xTPx = xTQx (A-8)
Apliando A-8, al funional A-7, resulta.
J =
∞∫
0+
− d
dt
xTPxdt = x(0+)
TPx(0+)− x(∞)TPx(∞)︸ ︷︷ ︸
=0
(A-9)
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Por lo tanto, el funional queda denido omo una ampo esalar.
J = x(0+)
TPx(0+) (A-10)
El término de la expresión A-9 tiende a ero, si y solo si A-3 es estable, o la funión de
lyapunov generada por A-8, tiene soluión únia y es positiva denida P . Esto es denido
en la expresión A-11.
ATeiP + PAei = −Q (A-11)
La soluión de la expresión A-11 es.
P =

 p11 p12 p13p21 p22 p23
p31 p32 p33


(A-12)
En donde
p11 = −0.05(ki
3kp3 + 5ki2kp2 − 10ki.kp2 + 190ki.kp+ 50kp2 + 600kp+ 1800)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp)
p12 = p21 = −0.05(7ki
2kp2 + ki2kp3 + 1500 + 250kp)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp)
p13 = p31 =
0.5
ki.kp
p22 = −0.05(1250 + 77ki.kp+ 5ki
2kp2 + 13ki.kp2 + ki.kp3)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp)
p23 = p32 = −0.05 (ki
2kp2 + 5ki.kp+ 250)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp)
p33 = −0.05 (50 + 7ki.kp+ ki.kp
2)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp)
90 A Anexo: Optimizaión PI
Se asumen ondiiones iniiales dadas de la siguiente forma.
x0 =
(
e0 0 0
)T
, donde e0 ∈ [0, 2] (A-13)
Esta restriión se hae para que la optimizaión no dependa de la ondiión iniial. Además
se aota e0 a este intervalo, on el n de obtener onsistenia en el error máximo que puede
presentarse en el sistema de prueba 3-1.
Reemplazando las expresiones A-13, y A-12 en A-10, se dene el ampo esalar J en la
expresión A-14.
J = −0.05e20
(ki3kp3 + 5ki2kp2 − 10ki.kp2 + 190ki.kp+ 50kp2 + 600kp+ 1800)
ki.kp(−30 + ki.kp− 5kp) (A-14)
Ahora la optimizaión es enontrar los máximos y los mínimos del ampo esalar dado
por A-14. Para ello se requiere.
∇J =
(
∂J
∂kp
∂J
∂ki
)T
= 0 (A-15)
∂J
∂kp
=
0.05e20
ki.kp2(−30 + ki.kp− 5kp)2 (54000 + 18000kp− 60ki
3kp3−
340ki2kp2 + 650ki.kp2 + 1500kp2 + ki4kp4 − 5ki3kp4 − 3600ki.kp) = 0 (A-16)
∂J
∂ki
=
0.05e20
ki2.kp(−30 + ki.kp− 5kp)2 (54000 + 27000kp− 60ki
3kp3 − 340ki2kp2
−1200ki.kp2+4500kp2−100ki.kp3−15ki2kp3+250kp3+ki4kp4−10ki3kp4−3600ki.kp) = 0
(A-17)
Cuyas soluiones, son dadas en la tabla A-1. Se observa que para el onjunto de ondiiones
iniiales dadas en A-13, la optimizaión no dependerá de las ondiiones iniiales esogidas
x0. Esto se evidenia en las expresiones A-16 y A-17.
Las soluiones 1,2,4 y 5 de la tablaA-1, son desartadas, puesto que en el sistema de ontrol,
los valores de estos parámetros deben perteneer a los números reales.
Para la soluión 6, la soluión A-12 pierde la alidad de ser positiva denida, por lo tanto
no ofree una soluión estable.
Para la soluión 3, la soluión A-12 es positiva denida. Esoger estos valores de kp y ki
permite minimizar el funional, y dene la ley de ontrol u óptima.
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Tabla A-1.: Soluiones Optimizaión PI
Soluión kp ki
1 -6.5+3.122498999i 1.25-1.801441730i
2 -6.5-3.122498999i 1.25+1.801441730i
3 10.69423550 1.478496364
4 -9.16227766+11.53749899i 0.6674077165+0.8404259446i
5 -9.16227766-11.53749899i 0.6674077165-0.8404259446i
6 -16.36968018 -0.9658947595
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